
บทที่ 2
แนวคิด ทฤษฎี และงานวิจัยที่เกี่ยวของ

บทนิยามและทฤษฎีบท
ในงานวิจัยทางคณิตศาสตร มีการดำเนินการ บทนิยาม และทฤษฎีบทที่เปนที่รูจักกันดังนี้

บทนิยาม 2.1 (Bauschke & Combettes, 2011 : 59-70) K : H → H เปนการดำเนินการ แลว

1. การดำเนินการ K จะถูกเรียกวา L-ลิพชิทซแบบตอเนื่องดวย L > 0 ถา

∥Kx−Ky∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ H

2. ถา L = 1 แลว S จะถูกเรียกวา การสงแบบไมขยาย การดำเนินการ K จะถูกเรียกวา ทางเดียว ถา

⟨Kx−Ky, x− y⟩ ≥ 0, ∀x, y ∈ H

การดำเนินการ K จะถูกเรียกวา การสงแบบไมขยายหนักแนน ถา

∥Kx−Ky∥2 ≤ ⟨Kx−Ky, x− y⟩, ∀x, y ∈ H

หรือสมมูลกับ

∥Kx−Ky∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥(I −K)x− (I −K)y∥2, ∀x, y ∈ H

เซตจุดตรึงของ K ถูกกำหนดเปน Fix(K) = {x ∈ H | Kx = x} ฟงกชัน
g : H → (−∞,∞] ถูกเรียกวา ฟงกชันกึ่งตอเนื่องลาง ถา

lim inf
k→∞

g(xk) ≥ g(x)

เงื่อนไขที่จำเปนในการศึกษาเซต คือ เซต C เปนเซตไมวาง ปด และคอนเวกซ ซึ่ง C ⊆ H เปน
ฟงกชันบงชี้บน C ถูกนิยามดังนี้

∂iC(x) :=

0, x ∈ C

∞, อื่น ๆ
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ซึ่งเปนฟงกชันบงชี้ที่บอกวา ถาสมาชิก x ∈ C จะมีคาเปน 0 และกรณีอื่นจะมีคาเปน ∞ กรณีที่
ศึกษามีจุดที่สนใจศึกษาอยูนอกเซต C จึงจำเปนตองฉายจุดนั้นลงมาบน C โดยใช PC เปนการฉายเมตริกของ
H ทั่วถึง C ซึ่งเปนที่ทราบกันดีวา PC เปนการสงแบบไมขยายหนักแนน (Cegielski, 2012 : 203-274)

ให B : H → 2H เปนการสงหลายคาและ JB
η = (I + ηB)−1 เปนตัวแกปญหาของการสง B

สำหรับทุก η > 0 ซึ่งทราบกันดีวา JB
η เปนการสงคาเดียว ซึ่งมี D(JB

η ) = H เมื่อ D(JB
η ) เปนโดเมนของ

การดำเนินการ JB
η และ JB

η เปนการสงแบบไมขยายหนักแนน สำหรับทุก η > 0

นอกจากการศึกษาการสงคาเดียวแลวยังมีการสงหลายคา B : H → 2H ถูกเรียกวา ทางเดียว
ถาใหสำหรับทุก x, y ∈ H, u ∈ Bx และ v ∈ By ทำใหได ⟨u − v, x − y⟩ ≥ 0 การสงหลายคา
B : H → 2H ถูกเรียกวา ทางเดียวมากที่สุด ถาทุก (x, u) ∈ H ×H, ⟨u− v, x− y⟩ ≥ 0
สำหรับทุก (y, v) ∈ G(B) (กราฟของการสง B) ทำใหได u ∈ Bx

บทตั้งที่สำคัญในการศึกษาการสงหลายคามีดังนี้

บทตั้ง 2.1 (Bauschke & Combettes, 2011 : 59-70) ให K : H → H เปนการสง แลวจะสมมูลกับขอ
ตอไปนี้

1. K เปนการสงแบบไมขยายหนักแนน

2. (I −K) เปนการสงแบบไมขยายหนักแนน

3. ∥Kx−Ky∥2 ≤ ⟨x− yKx−Ky⟩, ∀x, y ∈ K

บทตั้ง 2.2 (Kamimura & Takahashi, 2000 : 226-240) ให B : H → 2H เปนการสงทางเดียวมากที่สุด
และ K : H → H เปนการสงบน v กำหนด Sρ : (I + ρB)−1(I − ρK), ρ > 0 แลว

Fix(Sρ) = (K+B)−1(0), ∀ ρ > 0

บทตั้ง 2.3 (Brézis & Chapitre, 1973 : 19-51) ให B : H → 2H เปนการสงทางเดียวมากที่สุด และ
K : H → H เปนการสงทางเดียวและลิพชิทซแบบตอเนื่อง แลว K+B เปนการสงทางเดียวมากที่สุด

บทตั้งที่สำคัญในการพิสูจนการลูเขาของการดำเนินการมีดังนี้

บทตั้ง 2.4 (Xu, 2002 : 240-256) ให {an} เปนลำดับของจำนวนจริงไมลบและมี n0 ∈ N ซึ่ง

an+1 = (1− αn)an + αnbn + cn, ∀n ≥ n0

เมื่อ {an} ⊂ (0,1) และ {bn}, {cn} สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้

1. ∑∞
n=1 an = ∞, lim supn→∞ bn ≤ 0
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2. cn ≥ 0,∀n ≥ 1,∑∞
n=1 cn <∞

แลว
lim

n→∞
an = 0

บทตั้ง 2.5 (Maingé, 2008 : 1499-1515) ให {an} เปนลำดับของจำนวนจริงไมลบซึ่งมีลำดับยอย {anj
}

ของ {an} ซึ่ง anj
< anj+1 สำหรับ j ∈ N แลวมีลำดับไมลด {mk} ของ N ซึ่ง limk→∞mk = ∞

และมีสมบัติที่สอดคลองโดยที่ k ∈ N ดังนี้

amk
≤ amk+1 และ ak ≤ amk+1

บทตั้ง 2.6 (Tan & Xu, 1993, : 301-308) ให {ηn} และ {φn} เปนลำดับของจำนวนจริง ซึ่ง

ηn+1 ≤ ηn + φn, ∀n ≥ 1

ถา ∑∞
n=1 φn <∞ แลวมี limn→∞ ηn เกิดขึ้น

บทตั้ง 2.7 (Saejung & Yotkaew, 2012 : 742-750) ให {an} เปนลำดับจำนวนจริงบวกใน (0, 1) ซึ่ง∑∞
n=1 αn = ∞ และ {bn} เปนลำดับจำนวนจริงบวก สมมติให

an+1 ≤ (1− αn)an + αnbn, ∀n ≥ 1

ถา lim supk→∞ bnk
≤ 0 สำหรับทุกเซตยอย {ank

} ของ {an} สอดคลองกับ

lim inf
k→∞

(ank+1 − ank
) ≥ 0

แลว limn→∞ an = 0

บทตั้ง 2.8 (Oyewole, Abass & Mewomo, 2020 : 389-408) ให α ∈ (0,1) สำหรับ x, y ∈ H จะมี
สมบัติตอไปนี้:

1. |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

2. ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨y, x+ y⟩

3. ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2

4. ∥αx+ (1− α)y∥2 = α∥x∥2 + (1− α)∥y∥2 − α(1− α)∥x− y∥2

ทฤษฎีบท 2.9 (Browder, 1967 : 82-90) ให C เปนเซตไมเปนเซตวาง ปด และคอนเวกซของปริภูมิฮิลเบิรต
H และ K เปนการสงแบบไมขยายบน C แลวจะไดวาลําดับ {xt} ลูเขาแบบเขมสู z ∈ Fix(K) เมื่อ
t→ 0
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งานวิจัยที่เกี่ยวของ

ในการแกปญหา (1.1) วิธีหนึ่งที่เปนที่นิยมคือวิธีการแยกไปขางหนา - ถอยหลัง (FBM) ที่รูจักกันดีซึ่ง
นำเสนอโดย Passty (Passty, 1979 : 383-390) และ Lions & Mercier (Lions & Mercier, 1979 : 964-979)
มีการกำหนดวิธีการ ดังตอไปนี้ เลือกจุดเริ่มตนโดย x0 ∈ H ใหการวนซ้ำปจจุบัน xn สรางการวนซ้ำถัดไป
ดังนี้

xn+1 = (I + ρnB)−1(I − ρnK)(xn) (2.1)

เมื่อ I : H → H เปนการสงเอกลักษณ (·)−1 เปนผกผัน ρn > 0, K และB เรียกวาตัวดำเนินการไปขาง
หนาและตัวดำเนินการถอยหลังตามลำดับ ทีเซงไดนำเสนอการแกปญหา (1.5) โดยพัฒนาวิธีการแยก (MFB)
หรือที่นิยมเรียกวา การดำเนินการแบบของทีเซง (Tseng, 2000 : 431-446) มีการกำหนดดังตอไปนี้ เลือกจุด
เริ่มตนโดย x0 ∈ H

yn = (I + ρnB)−1(I − ρnK)(xn) (2.2)

เมื่อ ρn เปนคาที่มากที่สุดจาก ρ = {δ, δl, δl2, . . . } ที่สอดคลองกับ ρ∥Kyn−Kxn∥ ≤ µ∥yn−xn∥
ซึ่ง δ > 0, l ∈ (0,1) และ µ ∈ (0,1) เปนคาคงที่ ใหการวนซ้ำปจจุบัน xn สรางการวนซ้ำถัดไปดังนี้

xn+1 = PH(yn − ρn(Kyn −Kxn)) (2.3)

เนื่องจากการดำเนินการแบบของทีเซงใน (2.2) และ (2.3) มีการลูเขาอยางออนในปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง จึง
ตองการศึกษาวิธีการนี้และพัฒนาการลูเขาซึ่งเครื่องมือที่จะนำมาใชพัฒนาเพื่อเรงการลูเขาของวิธีการเชิงตัวเลข
คือเทคนิคหนืด นั่นคือพจน xn + θn(xn − xn−1) ซึ่งนำเสนอโดย Polyak (Polyak, 1964 : 1-17) ดังนี้
สำหรับ x0, x1 ∈ H แลว

zn = xn + θn(xn − xn−1) (2.4)
xn+1 = zn − ηn∇S(xn) (2.5)

เมื่อ θn ∈ (0,1) มี ηn เปนพารามิเตอรของขนาดขั้นตอนครั้งถัดไปที่ตองเลือกใหเล็กพอสมควรและ S เปน
ฟงกชันเรียบและคอนเวกซ
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