
บทที่ 4
ผลการวิจัย

ผลการวิจัย

จากการดำเนินการที่กลาวไวในบทที่ 3 ในที่นี้จะขอแสดงการพิสูจนเพื่อยืนยันกระบวนการที่ไดดังนี้

บทตั้ง 4.1 ถาลำดับ {ηn} ที่กอกำเนิดโดย (3.1) เปนลำดับลดทางเดียว และมีขอบเขตดานลางโดย min
{

µ
L
, η1

}
พิสูจน เห็นชัดไดวาลำดับ {ηn} เปนลำดับลดทางเดียว เนื่องจาก K เปนฟงกชันลิพชิทซดวยคาคงที่ L
สำหรับ Ksn ̸= Kzn จะไดวา

µ∥sn − zn∥
∥Ksn −Kzn∥

≥ µ∥sn − zn∥
L∥sn − zn∥

=
µ

L
(4.1)

ซึ่ง Ksn = Kzn สอดคลองกับ (4.1) ดังนั้น ηn ≥ min
{

µ
L
, η1

}
บทตั้ง 4.2 ถาลำดับ {ηn} ที่กอกำเนิดโดย (3.1) และ limn→∞ ηn = η ∈ [min

{
µ
L
, η1

}
, η1+φ] เมื่อ

φ =
∑∞

n=1 φn แลว
∥Ksn −Kzn∥ ≤ µ

ηn+1
∥sn − zn∥ (4.2)

พิสูจน จาก (3.1) และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจะไดวาลำดับ {ηn} มีขอบเขตบนเปน η1+φ และ
มีขอบเขตลางเปน min{µ

L
, η1} จากบทตั้ง 2.6 จะมี limn→∞ ηn เกิดขึ้นและให η = limn→∞ ηn ซึ่ง

η ∈ [min
{

µ
L
, η1

}
, η1 + φ] โดยการนิยามของ {ηn} จะได

ηn+1 = min
{

µ∥sn − zn∥
∥Ksn −Kzn∥

, ηn + φn

}
≤ µ∥sn − zn∥

∥Ksn −Kzn∥

ทำใหไดวา
∥Ksn −Kzn∥ ≤ µ

ηn+1
∥sn − zn∥, ∀n ≥ 1 (4.3)

บทตั้ง 4.3 ถา K : H → H เปนฟงกชันที่สอดคลองกับเงื่อนไข 1-3 และลำดับ {xn} กอกำเนิดโดย
การดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 1 แลว

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2 −
(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥zn − sn∥2, ∀ z ∈ Ω
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พิสูจน ให z ∈ Ω และโดยนิยามของ {xn+1} ใชบทตั้ง 2.8 จะได

∥xn+1 − z∥2 = ∥sn + ηn(Kzn −Ksn)− z∥2

≤ ∥sn − z∥2 + η2n∥Kzn −Ksn∥2 + 2ηn⟨sn − z,Kzn −Ksn⟩

= ∥sn + zn − zn − z∥2 + η2n∥Kzn −Ksn∥2 + 2ηn⟨sn − z,Kzn −Ksn⟩

≤ ∥sn − zn∥2 + ∥zn − z∥2 + 2⟨sn − zn, zn − z⟩+ η2n∥Kzn −Ksn∥2

+ 2ηn⟨sn − z,Kzn −Ksn⟩

= ∥zn − z∥2 + ∥sn − zn∥2 + η2n∥Kzn −Ksn∥2 + 2⟨sn − zn, sn − z⟩

+ 2⟨sn − zn, zn − sn⟩+ 2ηn⟨sn − z,Kzn −Ksn⟩

= ∥zn − z∥2 + ∥sn − zn∥2 + η2n∥Kzn −Ksn∥2 + 2⟨sn − zn, sn − z⟩

− 2⟨sn − zn, sn − zn⟩ − 2ηn⟨Kzn −Ksn, z − sn⟩

= ∥zn − z∥2 + ∥sn − zn∥2 + η2n∥Kzn −Ksn∥2 − 2⟨sn − zn, z − sn⟩

− 2∥sn − zn∥ − 2ηn⟨Kzn −Ksn, z − sn⟩

= ∥zn − z∥2 − ∥sn − zn∥2 − 2⟨zn − sn − ηn(Kzn −Ksn), sn − z⟩

+ η2n∥Kzn −Ksn∥2 (4.4)

โดย (4.3) และ (4.4) จะได

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2 − ∥sn − zn∥2 + µ2 η
2
n

η2n+1
∥zn − sn∥2

− 2⟨zn − sn − ηn(Kzn −Ksn), sn − z⟩ (4.5)

เนื่องจาก JB
ηn เปนการสงแบบไมขยายหนักแนน และ

sn = JB
ηn(I − ηnK)zn = (I + ηnB)−1(I − ηnK)zn

โดย B เปนทางเดียวมากที่สุด มี ρn ∈ Bzn ซึ่ง

(I + ηnK)zn = sn + ηnρn

จัดรูปใหมจะได

ρn =
1
ηn

(zn − sn − ηnKzn) (4.6)
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มี 0 ∈ (K+B)z และ Ksn + ρn ∈ (K+B)zn จาก K+B เปนทางเดียวมากที่สุด มี

⟨Ksn + ρn, sn − z⟩ ≥ 0 (4.7)

โดย (4.6) และ (4.7) จะได

1
ηn

⟨zn − sn − ηn(Kzn −Ksn), sn − z⟩ ≥ 0

ทำใหไดวา
⟨zn − sn − ηn(Kzn −Ksn), sn − z⟩ ≥ 0 (4.8)

จาก (4.5) และ (4.8) จะได

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2 −
(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥zn − sn∥2 (4.9)

ทฤษฎีบท 4.4 ให K : H → H การสงที่สอดคลองกับเงื่อนไข 1-4 และลำดับ {zn} กอกำเนิดโดย
การดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 1 ถามีลำดับยอย {znk

} ลูเขาอยางออนสู z ∈ H และ
limn→∞ ∥zn − sn∥ = 0 แลว z ∈ Ω

พิสูจน จาก limn→∞ ηn มีเกิดขึ้น และ µ ∈ (0,1) จะไดวา

lim
n→∞

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
= 1− µ2 > 0

จากขางตนจะไดวามีคาคงที่ n0 ∈ N ซึ่ง

1− µ2 η
2
n

η2n+1
> 0, ∀n ≥ n0 (4.10)

จาก (4.9) และ (4.10) จะไดวา

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2, ∀n ≥ n0 (4.11)

ทำใหไดวา limn→∞ ∥zn − z∥ เกิดขึ้น ดังนั้น {∥zn − z∥} มีขอบเขต จาก (4.9) จะได(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥zn − sn∥2 ≤ ∥zn − z∥2 − ∥xn+1 − z∥2 (4.12)

ดังนั้น

lim
n→∞

∥zn − sn∥2 = 0 (4.13)
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และ

lim
n→∞

∥zn − sn∥ = 0 (4.14)

ใชความจริงที่วา K ตอเนื่องแบบลิพชิทซจะไดวา

lim
n→∞

∥Kzn −Ksn∥ = 0 (4.15)

จากการมีขอบเขตของ {zn} มีลำดับยอย {znk
} ของ {zn} ซึ่ง znk

⇀ z ∈ H จาก (4.14) จะไดวา
snk

⇀ z ให (w, v) ∈ G(K+B) จะไดวา v −Kw ∈ Bw

เนื่องจาก snk
= JB

ηnk
(I − ηnk

K)znk
= (I + ηnk

B)−1(I − ηnk
K)znk

จะไดวา

(I − ηnk
K)znk

∈ (I + ηnk
B)snk

ทำใหไดวา

1
ηnk

(znk
− snk

− ηnk
Kznk

) ∈ Bsnk

ใชความเปนทางเดียวมากที่สุดของ B จะไดวา

⟨w − znk
, v −Kw − 1

ηnk

(znk
− snk

− ηnk
Kznk

)⟩ ≥ 0

และใชความเปนทางเดียวของ K จะไดวา

⟨w − snk
, v⟩ ≥ ⟨w − snk

,Kw +
1
ηnk

(znk
− snk

− ηnk
Kznk

)⟩

= ⟨w − snk
,Kw −Kznk

⟩+ 1
ηnk

⟨w − snk
, znk

− snk
⟩

= ⟨w − snk
,Kw −Ksnk

⟩+ ⟨w − snk
,Ksnk

−Kznk
⟩

+
1
ηnk

⟨w − snk
, znk

− snk
⟩

≥ ⟨w − snk
,Ksnk

−Kzn⟩+
1
ηnk

⟨w − snk
, znk

− snk
⟩

ในความจริง K เปนตอเนื่องแบบลิพชิทซและ limn→∞ ∥zn − sn∥ = 0 ทำใหได

lim
n→∞

∥Kzn −Ksn∥ = 0
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จาก limn→∞ ηn เกิดขึ้น จะไดวา

⟨w − z, v⟩ = lim
k→∞

⟨w − snk
, v⟩ ≥ 0

ในทำนองเดียวกันที่ความทางเดียวมากที่สุดของ K+B ทำใหไดวา 0 ∈ (K+B)z นั้นคือ z ∈ Ω

ทฤษฎีบท 4.5 ให K : H → H เปนการสงที่สอดคลองกับเงื่อนไข 5 และลำดับ {xn} ที่กอกำเนิดโดย
การดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 2 แลว {xn} ลูเขาอยางเขมสู z เมื่อ z = PΩ ◦ f(z)

พิสูจน ให tn = sn − ηn(Ksn −Kzn)

ขั้นที่ 1 จะแสดงวา {xn} มีขอบเขต โดยเริ่มตนให z ∈ Ω ใชการพิสูจนในทำนองเดียวกันกับการพิสูจนของ
บทตั้ง 5.1 ทำใหไดวา

∥tn − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2 −
(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥zn − sn∥2 (4.16)

จาก limn→∞ ηn มีเกิดขึ้น และ µ ∈ (0,1) จะไดวา limn→∞

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
= 1− µ > 0 นี่คือ

∥tn − z∥ ≤ ∥zn − z∥ (4.17)

จากการนิยามของ {zn} จะได

∥zn − z∥ = ∥(1− ψn)(xn + θn(xn − xn−1))− z∥

= ∥(1− ψn)(xn − z) + (1− ψn)θn(xn − xn−1)− ψnz∥

≤ (1− ψn)∥xn − z∥+ (1− ψn)θn∥xn − xn−1∥+ ψn∥z∥

ให
M1 = (1− ψn)

θn
ψn

∥xn − xn−1∥+ ∥z∥

จากอสมการขางบนจะไดวา

lim
n→∞

θn
ψn

∥xn − xn−1∥ ≤ lim
n→∞

θ̂n
ψn

∥xn − xn−1∥ = lim
n→∞

εn
ψn

= 0 (4.18)

ซึ่ง

∥zn − z∥ ≤ (1− ψn)∥xn − z∥+ ψnM1 (4.19)
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ดังนั้น จากการใช (4.17) และ (4.19) จะไดวา

∥tn − z∥ ≤ ∥zn − z∥

≤ (1− ψn)∥xn − z∥+ ψnM1

≤ ∥xn − z∥+ ψnM1 (4.20)

จากการนิยามของ {xn} จะได

∥xn+1 − z∥ = ∥ψnf(xn) + (1− ψn)tn − z∥

= ∥ψn(f(xn)− z) + (1− ψn)(tn − z)∥

≤ ψn∥f(xn)− z∥+ (1− ψn)∥tn − z∥

≤ ψn∥f(xn)− f(z)∥+ ψn∥f(z)− z∥+ (1− ψn)∥tn − z∥

≤ ψnδ∥xn − z∥+ ψn∥f(z)− z∥+ (1− ψn)∥tn − z∥ (4.21)

การแทน (4.19) ลงใน (4.21) จะได

∥xn+1 − z∥ ≤ ψnδ∥xn − z∥+ ψn∥f(z)− z∥+ (1− ψn)∥xn − z∥+ (1− ψn)ψnM1

≤ (1− (1− δ)ψn)∥xn − z∥+ ψnM1 + ψn∥f(z)− z∥

= (1− (1− δ)ψn)∥xn − z∥+ (1− δ)ψn
M1 + ∥f(z)− z∥

1− δ

≤ max
{
∥xn − z∥,M1 + ∥f(z)− z∥

1− δ

}
...

≤ max
{
∥x0 − p∥,M1 + ∥f(p)− p∥

1− δ

}
ทำใหไดวา {xn} มีขอบเขต

ขั้นที่ 2 จะแสดงวา (1− ψn)(1− µ2 η
2
n

η2n+1
)∥sn − zn∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − z∥2 + ψnM4

ในความจริงมี

∥xn+1 − z∥2 ≤ ψn∥f(xn)− z∥2 + (1− ψn)∥tn − z∥2

≤ ψn(∥f(xn)− f(z)∥+ ∥f(z)− z∥)2 + (1− ψn)∥tn − z∥2

≤ ψn(κ∥xn − z∥+ ∥f(z)− z∥)2 + (1− ψn)∥tn − z∥2

≤ ψn(∥xn − z∥+ ∥f(z)− z∥)2 + (1− ψn)∥tn − z∥2
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= ψn∥xn − z∥2 + ψn(2∥xn − z∥ · ∥f(z)− z∥+ ∥f(z)− z∥2) + (1− ψn)∥tn − z∥2

≤ ψn∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥tn − z∥2 + ψnM2 (4.22)

สำหรับ M2 > 0 โดยบทตั้ง 5.3 จะไดวา

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥zn − z∥2 −
(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥zn − sn∥2 (4.23)

การแทรก (4.23) ลงใน (4.22) จะได

∥xn+1 − z∥2 ≤ ψn∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥zn − z∥2

− (1− ψn)

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥sn − zn∥2 + ψnM2 (4.24)

ซึ่งทำให (4.20) มีความหมายวา

∥zn − z∥2 ≤ (∥xn − z∥+ ψnM1)
2

= ∥xn − z∥2 + ψn(2M1∥xn − z∥+ ψnM
2
1)

≤ ∥xn − z∥2 + ψnM3 (4.25)

สำหรับบาง M3 > 0 การจัดเรียง (4.24) และ (4.25) จะได

∥xn+1 − z∥2 ≤ ψn∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥xn − z∥2 + ψnM3

− (1− ψn)

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥sn − zn∥2 + ψnM2

= ∥xn − z∥2 + ψnM3 − (1− ψn)

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥sn − zn∥2 + ψnM2

ซึ่งทำใหไดวา

(1− ψn)

(
1− µ2 η

2
n

η2n+1

)
∥sn − zn∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − z∥2 + ψnM4

เมื่อ M4 := M2 +M3

ขั้นที่ 3 จะแสดงวา

∥xn+1 − z∥2 ≤ (1− (1− δ)ψn)∥xn − z∥2

+ (1− δ)ψn

[
θn

ψn(1− δ)
∥xn − xn−1∥2 +

ψnM5 + 2⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩
1− δ

]
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สำหรับ M5 > 0 ใชบทตั้ง 2.7 จะได

∥xn+1 − z∥2 = ∥ψnf(xn) + (1− ψn)tn − z∥2

= ∥ψn(f(xn)− f(z)) + (1− ψn)(tn − z) + ψn(f(z)− z)∥2

≤ ∥ψn(f(xn)− f(z)) + (1− ψn)(tn − z)∥2 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩

≤ ψn∥f(xn)− f(z)∥2 + (1− ψn)∥tn − z∥2 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩

≤ ψnδ
2∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥tn − z∥2 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩

≤ ψnδ∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥tn − z∥2 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩

≤ ψnδ∥xn − z∥2 + (1− ψn)∥zn − z∥2 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩
(4.26)

จาก (4.19) จะได

∥zn − z∥2 = ∥(1− ψn)(xn + θn(xn − xn−1))− z∥2

= ∥(1− ψn)(xn − z) + (1− ψn)θn(xn − xn−1)− ψnz∥2

= ∥(1− ψn)(xn − z) + (1− ψn)θn(xn − xn−1)∥2

− 2ψ⟨(1− ψn)(xn − z) + (1− ψn)θn(xn − xn−1), z⟩+ ψ2
n∥z∥2

≤ ∥(1− ψn)(xn − z) + (1− ψn)θn(xn − xn−1)∥2 + ψ2
n∥z∥2

= (1− ψn)∥xn − z∥2 + ψ2
n∥z∥2 + (1− ψn)θn∥xn − xn−1∥

− (1− ψn)(1− ψn)θn∥xn−1 − z∥2

≤ ∥xn − z∥2 + θn∥xn − xn−1∥2 + ψ2
n∥z∥2

= ∥xn − z∥2 + θn∥xn − xn−1∥2 + ψ2
nM5 (4.27)

สำหรับบาง M5 > 0 จาก (4.26) และ (4.27) จะไดวา

∥xn+1 − z∥2

≤ (1− (1− δ)ψn)∥xn − z∥2 + θn∥xn − xn−1∥2 + ψ2
nM5 + 2ψn⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩

≤ (1− (1− δ)ψn)∥xn − z∥2 (4.28)

+ (1− δ)ψn

[
θn

ψn(1− δ)
∥xn − xn−1∥2 +

ψnM5 + 2⟨f(z)− z, xn+1 − z⟩
1− δ

]

ขั้นที่ 4 จะแสดงวา {∥xn − z∥2} ลูเขาสู 0 โดยบทตั้ง 2.7 ไดแสดงวา

lim sup
k→∞

⟨f(z)− z, xnk+1 − z⟩ ≤ 0
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สำหรับทุก ๆ เซตยอย {∥xnk
− z∥} ของ {∥xn − z∥} สอดคลองกับ

lim inf
k→∞

(∥xnk+1 − z∥ − ∥xnk
− z∥) ≥ 0

สมมติให {∥xnk
−z∥} เปนเซตยอยของ {∥xn−z∥} ซึ่ง lim infk→∞(∥xnk+1−z∥−∥xnk

−z∥) ≥ 0

แลว

lim inf
k→∞

(∥xnk+1 − z∥2 − ∥xnk
− z∥2)

= lim inf
k→∞

[(∥xnk+1 − z∥ − ∥xnk
− z∥)(∥xnk+1 − z∥+ ∥xnk

− z∥)]

≥ 0

โดยขั้นที่ 2 จะไดวา

lim sup
k→∞

(1− ψnk
)

(
1− µ2 η

2
nk

η2nk+1

)
∥snk

− znk
∥2

≤ lim sup
k→∞

[∥xnk
− z∥2 − ∥xnk+1 − z∥2 + ψnk

M4]

≤ lim sup
k→∞

[∥xnk
− z∥2 − ∥xnk+1 − z∥2] + lim sup

k→∞
θnk

M4

= − lim inf
k→∞

[∥xnk+1 − z∥2 − ∥xnk
− z∥2]

≤ 0

นี่คือ
lim
k→∞

∥snk
− znk

∥ = 0 (4.29)

ตอไปจะแสดงวา
∥xnk+1 − xnk

∥ → 0 เมื่อ n→ ∞ (4.30)

จาก (4.29) ทำใหไดวา

∥tnk
− znk

∥ = ∥snk
− ηnk

(Ksnk
−Kznk

)− znk
∥

≤ ∥snk
− znk

∥+ ηnk
∥Ksnk

−Kznk
∥

≤
(
1− µ2 η

2
nk

η2nk+1

)
∥snk

− znk
∥2 → 0 (4.31)

ซึ่งมี
∥xnk+1 − tnk

∥ = θnk
∥tnk

− f(xnk
)∥ → 0 (4.32)
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และ

∥znk
− xnk

∥ = ∥xn + θn(xn − xn−1)− ψn[xn + θn(xn − xn−1)]− xn∥

≤ θn∥xn − xn−1∥+ ψn∥xn∥+ θnψn∥xn − xn−1∥

= ψn
θn
ψn

∥xn − xn−1∥+ ψn∥xn∥+ ψ2
n

θn
ψn

∥xn − xn−1∥ → 0 (4.33)

จาก (4.31), (4.32) และ (4.33) จะได

∥xnk+1 − xnk
∥ ≤ ∥xnk+1 − tnk

∥+ ∥tnk
− znk

∥+ ∥znk
− xnk

∥ → 0

เนื่องจากลำดับ {xnk
} มีขอบเขต จึงมีลำดับยอย {xnkj

} ของ {xnk
} ลูเขาอยางออนสูบาง z∗ ∈ H ซึ่ง

lim sup
k→∞

⟨f(z)− z, xnk
− z⟩ = lim

j→∞
⟨f(z)− z, xnkj

− z⟩

= ⟨f(z)− x, z∗ − z⟩ (4.34)

จาก (4.29) และบทตั้ง 5.3 จะได z∗ ∈ Ω โดย (4.34) และการนิยามของ z = PΩ ◦ f(z) จะได

lim sup
k→∞

⟨f(z)− z, xnk
− z⟩ = ⟨f(z)− z, z∗ − z⟩ ≤ 0 (4.35)

การจัดเรียง (4.30) และ (4.35) ทำใหไดวา

lim sup
k→∞

⟨f(z)− z, xnk+1 − z⟩ ≤ lim sup
k→∞

⟨f(z)− z, xnk
− z⟩

= ⟨f(z)− z, z∗ − z⟩

≤ 0 (4.36)

โดย (4.36), limn→∞
θn
ψn

∥xn − xn−1∥ = 0, ขั้นที่ 3 และบทตั้ง 2.7 จะทำใหไดวา
limn→∞ ∥xn − z∥ = 0

จากทฤษฎีบทขางตนทำใหไดทฤษฎีบทที่ใชในการหาผลเฉลยของปญหาคาต่ำสุดแบบคอนเวกซ และ
ปญหารวมกันดังนี้

ทฤษฎีบท 4.6 ให K : H → H เปนการสงที่สอดคลองกับเงื่อนไข 5 และลำดับ {xn} กอกำเนิดโดยการ
ดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 3 แลว {xn} ลูเขาอยางออนสูคาต่ำสุดของ S+ T

ทฤษฎีบท 4.7 ให K : H → H เปนการสงที่สอดคลองกับเงื่อนไข 5 และลำดับ {xn} กอกำเนิดโดยการ
ดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 4 แลว {xn} ลูเขาอยางเขมสูคาต่ำสุดของ S+ T
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ตอไปจะทำการทดสอบประสิทธิภาพของการดำเนินการแบบของทีเซง ที่โครงการวิจัยนี้ไดนำเสนอ
และมีทฤษฎีบทยืนยันการมีอยูจริงของผลเฉลยโดยพิจารณาจากตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยางที่ 4.1 ให H = [0, 4] กำหนดการสง K : H → H และ B : H → 2H โดย

Kx =
1
4(x− 2) และ Bx = 4(x+ 1

2)

เห็นวาการสงที่เสนอเปนไปตามสมมติฐานในทฤษฎีบท 5.4 และทฤษฎีบท 5.5 สำหรับทุก η > 0 จะไดวา
JB
η (I − ηK)x =

4− η

4+16ηx ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพใชการดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 1

(MTseng 1) การดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 2 (MTseng 2) และการดำเนินการแบบของทีเซง ใน (2.2)
(Tseng) โดยกำหนดคาพารามิเตอรดังนี้

1. MTseng 1 ให ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.09, φn =

1
(n+ 1)2

และ µ = 0.6

2. MTseng 2 ให f(x) = x

99 , ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.09,

φn =
1

(n+ 1)2 และ µ = 0.6

3. Tseng ให η = 0.09

ใชคาเริ่มตน x1 แตกตางกัน 4 กรณี และหยุดการคำนวณของแตละการดำเนินการเมื่อ

∥xn+1 − xn∥ ≤ 10−10

ซึ่งเวลามีหนวยเปนวินาทีและมีผลการคำนวณแสดงในตารางที่ 4.1

ตารางที่ 4.1 ผลการคำนวณเปรียบเทียบสำหรับตัวอยางที่ 4.1

x0 = x1
MTseng 1 MTseng 2 Tseng

จำนวนรอบ เวลา จำนวนรอบ เวลา จำนวนรอบ เวลา
0.5 25 0.01 25 0.01 68 0.02
1.5 25 0.01 25 0.01 70 0.02
2.5 25 0.01 25 0.01 72 0.02
3.5 26 0.01 26 0.01 73 0.02

จากตาราง 4.1 เห็นไดวาการดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 1 (MTseng 1) และการดำเนินการแบบ
ของทีเซง แบบที่ 2 (MTseng 2) มีประสิทธิภาพในการคำนวณเร็วกวาการดำเนินการแบบของทีเซง (Tseng)

ตัวอยางที่ 4.2 พิจารณาปญหาคาต่ำสุดดังนี้

min
x∈R3

∥x∥1 + ∥x∥2
2 + (-2, 1, 4)x+ 9,
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เมื่อ x = (u1, u2, u3)T ∈ R3 สามารถจัดรูปใหมตาม (1.3) คือ S(x) = ∥x∥2
2 + (-2, 1, 4)x + 9 และ

T(x) = ∥x∥1 จะไดวา ∇S(x) = 2x+ (−2, 1, 4)T ซึ่ง S เปนฟงกชันคอนเวกซและหาอนุพันธได
แกรเดียนต ∇S เปนความตอเนื่องแบบลิพชิทซมี L = 2 อีกทั้ง T ปนฟงกชันคอนเวกซและกึ่งตอเนื่องลาง
แตไมสามารถหาอนุพันธไดบน R3 จากงานวิจัยของ Hale, Yin & Zhang (Hale, Yin & Zhang, 2007 : 1-45)
ทำใหทราบวา

J∂T
η (x) = (I + η∂T)−1(x)

= (max{|u1| − η, 0}sgn(u1),

max{|u2| − η, 0}sgn(u2),

max{|u3| − η, 0}sgn(u3))
T

สำหรับทุก η > 0 ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพไดใช การดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 3 (MTseng 3)
และการดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 4 (MTseng 4) และการดำเนินการแบบของทีเซง ใน (2.2) (Tseng)
ในกรณีที่ให K = ∇S และ B = ∂T โดยกำหนดคาพารามิเตอรดังนี้

1. MTseng 3 ให ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.49, φn =

1
(n+ 1)2

และ µ = 0.5

2. MTseng 4 ให f(x) = x

2 , ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.49,

φn =
1

(n+ 1)2 และ µ = 0.5

3. Tseng ให η = 0.49

ใชคาเริ่มตน x1 แตกตางกัน 4 กรณี และหยุดการคำนวณของแตละการดำเนินการเมื่อ

∥xn+1 − xn∥ ≤ 10−10

ซึ่งเวลามีหนวยเปนวินาทีและมีผลการคำนวณแสดงในตารางที่ 4.1

ตารางที่ 4.2 ผลการคำนวณเปรียบเทียบสำหรับตัวอยางที่ 4.2

x0 = x1
MTseng 3 MTseng 4 Tseng

จำนวนรอบ เวลา จำนวนรอบ เวลา จำนวนรอบ เวลา
(2,1,3)T 82 0.03 82 0.03 1046 0.11
(2,-5,4)T 85 0.03 85 0.04 1069 0.11

(-150,150,100)T 95 0.03 95 0.04 1235 0.18
(-3000,-5000,-700)T 108 0.03 108 0.04 1405 0.21
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จากตาราง 4.2 เห็นไดวาการดำเนินการแบบของทีเซง แบบที่ 1 (MTseng 1) และการดำเนินการแบบ
ของทีเซง แบบที่ 2 (MTseng 2) มีประสิทธิภาพในการคำนวณเร็วกวาการดำเนินการแบบของทีเซง (Tseng)

ตัวอยางที่ 4.3 พิจารณาแบบจำลองประมวลผลสัญญาณซึ่งสามารถแสดงเปนระบบสมการเชิงเสนดังตอไปนี้

b = Fx+ c (4.37)

เมื่อ x ∈ RN เปนสัญญาณดั้งเดิม b ∈ RM เปนสัญญาณเสียที่ประกอบดวยสัญญาณรบกวน c และ
F : RN → RM(M < N) เปนการดำเนินการเชิงเสนที่มีขอบเขต เปนที่ทราบดีวาปญหา (4.37) สามารถ
แกปญหาโดย

min
x∈RN

1
2∥Fx− b∥2

2 + η∥x∥1 (4.38)

เมื่อ η > 0 ให K = ∇S และ B = ∂T ซึ่งจะได S(x) = 1
2∥Fx − b∥2

2 และ T(x) = η∥x∥1 แลว
∇S(x) = FT (Fx− b) และ ∂T(x) = ∂(η∥x∥1) ที่K เปน ∥F∥2

2-ลิพชิทซแบบตอเนื่องและทางเดียว
โดยมีคาคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย คือ

MSE = ∥xn − x∥2

N

เมื่อ xn เปนคาประมาณสัญญาณของ x

ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพไดใช MTseng 3, MTseng 4 และ Tseng ในกรณีที่ให K = ∇S

และ B = ∂T โดยกำหนดคาพารามิเตอรดังนี้

1. MTseng 1 ให ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.09, φn =

1
(n+ 1)2

และ µ = 0.6

2. MTseng 2 ให f(x) = x

2 , ψ =
1

(10000(n+ 1))2 , εn = ψ2
n, α = 3, η1 = 0.09,

φn =
1

(n+ 1)2 และ µ = 0.6

3. Tseng ให η =
0.04
∥F∥2

2
เมื่อ F เปนการดำเนินการเชิงเสนที่มีขอบเขต

พิจารณาการประมวลผลสัญญาณจากแบบจำลอง 2 กรณีตอไปนี้
กรณี 1 ให N = 513, M = 256 และ m = 20
กรณี 2 ให N = 1024, M = 512 และ m = 50
ซึ่งผลเปรียบเทียบการประมวลผลสัญญาณจากแบบจำลองดวยการดำเนินการตาง ๆ ดังภาพที่ 4.1-4.4
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ภาพที่ 4.1 การประมวลผลสัญญาณของกรณี 1

ภาพที่ 4.2 คา MSE ของกรณี 1
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ภาพที่ 4.3 การประมวลผลสัญญาณของกรณี 2

ภาพที่ 4.4 คา MSE ของกรณี 2
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