
บทท่ี 4 
ผลการวิจัย 

 
บทนิยาม 4.1 ก ำหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่ำง และ : ( )T X X→N  และ : [0, )X X  → 

เป็นกำรส่งสองฟังก์ชัน แล้วเรียก T  ว่ำสำมเหลี่ยม * -admissible ถ้ำ T  คือ * -admissible และ  
( , ) 1x y   และ *( , ) 1 ( , ) 1,Tx Ty x z z Ty       

 
บทนิยาม 4.2 ก ำหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่ำง และ : ( )T X X→N  และ : [0, )X X  → 

เป็นกำรส่งสองฟังก์ชัน แล้วเรียก T  ว่ำสำมเหลี่ยม  -admissible ถ้ำ T  คือ  -admissible และ  
( , ) 1x y   และ ( , ) 1 ( , ) 1,y z x z z Ty       

 
กำรส่งแบบสำมเหลี่ยม * ที่ยอมรับได้ (triangular * -admissible mapping) เช่นเดียวกันกับ

กำรส่งแบบสำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับได ้(triangular  -admissible mapping )   
 

บทตั้ง 4.1 ก ำหนดให้   : ( )T X X→N  คือ  กำรส่ งแบบสำมเหลี่ ยม   ที่ ยอมรับ ได้ 
(triangular  - admissibility mapping ) ส ม มุ ติ ว่ ำ ค่ ำ  0x X  แ ล ะ 1 0x Tx  โ ด ย ที่ 

0 1( , ) 1x x   ส ำห รั บ ล ำดั บ  { }nx  โด ยที่  1n nx Tx+   แ ล ะมี  ( , ) 1n mx x   ส ำห รั บ ทุ ก 
,m n  และ n m  

พิสูจน์      เนื่องจำกค่ำ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   แล้ว   ที่ยอมรับไดข้อง T
และมี 1 2( , ) 1x x   เมื่อท ำขั้นตอนต่อไปนี้ จะได้  1( , ) 1n nx x +   ส ำหรับทุก {0}n   
สมมุติ ว่ ำ  n m เนื่ องจำก  1( , ) 1n nx x +  และ 1 2( , ) 1n nx x + +   จำกนั้ น ใช้ สำมเหลี่ ยม         
  ที่ ยอมรับได้ของ T  (triangular  -admissibility mapping ) ซึ่ งมี  1 2( , ) 1n nx x + +   และ
เนื่องจำก 1 2( , ) 1n nx x + +   และ 2 3( , ) 1n nx x + +   จำกนั้นเรำอนุมำนได้ว่ำ 3( , ) 1n nx x + 

เมือ่ด ำเนินกำรตำมข้ันตอนนี้ต่อไปจะได้ ( , ) 1n mx x   
 
บทนิยาม 4.3 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก และ : ( )T X X→CB  กำรส่ง T  เรียกว่ำ 
กำรส่งหลำยค่ำ   ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  ถ้ำค่ำ G Z  และ : [0, )X X  →    
โดยที ่

(( ( , ) ( , ), ( , )) Gx y Tx Ty d x y C  H       (4.1) 
ส ำหรับทุก ,x y T  และ x y  
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บทนิยาม 4.4 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก และ : ( )T X X→CB  เรียก T ว่ำ กำรส่ง
หลำยค่ำ   ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  ถ้ำค่ำ G Z  และ : [0, )X X  →   โดยที ่

(( ( , ) ( , ), ( , )) Gx y Tx Ty M x y C  H       (4.2) 
ส ำหรับทุก ,x y T  และ x y   

เมื่อ  ( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),

2

d x Ty d y Tx
M x y d x y d x Tx d y Ty

+ 
=  

 
 

 
ทฤษฏีบท 4.1 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับได้ 
( )iv  T  คือกำรส่งหลำยค่ำแบบ  ทีต่่อเนื่อง  

แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
พิสูจน์      เนื่องจำกเงื่อนไขที่ ( )ii  มีค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   ถ้ำ 

0 1x x=  หรือ 1 1x Tx=  แล้ว 1x  เป็นจุดตรึงของ T  สมมติว่ำ 1 1x Tx  เนื่องจำก T  เป็นกำรส่ง
จำก X  ถึง ( )XCB  จึงสำมำรถเลือก 2 1x Tx  นั่นคือ 

1 2 0 1( , ) ( , )d x x Tx Tx H  
ทั้งนีส้ำมำรถเลือกจุด 3 2x Tx  นั่นคือ 

2 3 1 2( , ) ( , )d x x Tx Tx H  
นั่นคือเรำจึงได้ล ำดับ { }nx ใน X  โดยที่  1 ,n n n nx Tx x Tx+     และ 

1 2 1( , ) ( , )n n n nd x x Tx Tx+ + + H                  (4.3) 
ส ำหรับทุก n   เนื่องจำก 2 1 3 2,x Tx x Tx  และ T  เป็น  -ที่ยอมรับได้ ( -admissible) 
และ    1 2 2 3( , ) 1 ( , ) 1x x x x     
จะได้ 

1( , ) 1n nx x +    ส ำหรับทุก {0}n           (4.4) 
จำกสมกำร (3.2) 

( )

( )

1 1 1

1 1 1

( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , ), ( , )

G n n n n n n

n n n n n n

C x x Tx Tx M x x

G M x x x x Tx Tx

 



+ + +

+ + +





H

H
 

นอกจำกนีย้ังใช้เงื่อนไข ( )i  ของบทนิยำม 2.11 จะได้ 

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nTx Tx x x Tx Tx M x x+ + + + H H H        (4.5) 
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โดยที่ 

 

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( , ), ( , ), ( , ),

( , ) max ( , ) ( , )

2

max ( , ), ( , )

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

d x x d x Tx d x Tx

M x x d x Tx d x Tx

d x x d x Tx

+ + +

+ + +

+ + +

 
 

=  +
 
 

=

 

ถ้ำ 1 1 1( , ) ( , )n n n nM x x d x Tx+ + +=  แล้วจำกสมกำร (3.5) จะได้ 
1 1 1( , ) ( , )n n n nTx Tx d x Tx+ + +H  

เนื่องจำกเห็นได้ว่ำขัดแย้งกัน ดังนั้น 1 1( , ) ( , )n n n nM x x d x x+ += และเป็นผลมำจำกสมกำร (4.5) จะได้ 

1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nd x x Tx Tx M x x d x x+ + + + +  =H   (4.6) 
ดังนั้นส ำหรับทุก {0}n    จะมี 1 1 2( , ) ( , )n n n nd x x d x x+ + +  นั่นคือ  1( , )n nd x x +

 
คือ ล ำดับที่ลดลงของจ ำนวนจริงไมต่ิดลบ และด้วยเหตุนี้จึงท ำให้ค่ำของ 0L   นั่นคือท ำให้ได้ว่ำ  

1 1lim l (im( , ) , )n n n n
n n

d x x x x LM
→

+ +
→ 

= =  

สมมติว่ำ 0L  เนื่องจำก 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nx x Tx Tx M x x + + +H  จึงได้ 

1 1)li ( )(m ,, nn n
n

n Tx Tx Lx x +
→

+


=H      (4.7) 

จำกนั้นใช้สมกำร(3.2) และ (b) ของบทนิยำม 2.10 จะได้ 
( )

( )

1 1 1

1 1 1

sup ( , ) ( , ), ( , )

su ,

lim

l p ( ) ( , ), ( ,m )i

G n n n n n n

n n n n

G

n
n n

n
C x x Tx Tx M x x

x x Tx Tx d x x

C

 

 

→

→

+ + +

+ + +



=



H

H  

ซึ่งเป็นข้อขัดแย้งกัน และด้วยเหตุนี้ 0L =  
ซ่ึงแสดงให้เห็นว่ำ { }nx เป็นล ำดับ Cauchy จะได้บทตั้ง 2.1  โดยท ำให้ได้ว่ำค่ำของ 

( ) ( ) ( 1) ( ) 1lim lim( , ) ( , )k
k k

m k n k m n kx x xd dx 
→ →

+ +


= =     (4.8) 

และด้วยเหตุนี้ 
( ) ( ) )m ( ,li m k k

k
nxM x 

→
=     (4.9) 

ก ำหนดให้ ( ) ( ),m k n kx x y x= =  เนื่องจำก  T  คือสำมเหลี่ยม -orbital ที่ยอมรับได้ (triangular 
 -orbital admissible) จำกบทตั้ง 4.1 จะได้ ( ) ( )( , ) 1m k n kx x   จำกสมกำร 4.2 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , ), ( , )

G m k n k m k n k m k n k

m k n k m k n k m k n k

C x x Tx Tx M x x

G M x x x x Tx Tx

 





=

H

H
 

เมื่อ ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )m k n k m k n kM x x d x x=  ต่อไปใช้เงื่อนไข ( )ii  ของบทนิยำม 2.11 จะได้ 
( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )

( , )

( , )

m k n k m k n k m k n k

m k n k

m k n k

d x x x x Tx Tx

M x x

d x x

+ + 



=

H

   (4.10) 

และใช้สมกำร (4.8) และ (4.9) ลงในสมกำร (4.10)  จะได้ 
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( ) ( ) ( ) ( )lim ( , ) ( , )m k n k m k n k
k

x x Tx Tx 
→

=H  

ฉะนั้นจึงใช้สมกำร (4.2) และ (b) ของบทนิยำม 2.10 จะได้ 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sup ( , ) ( , ),li ( ,m )G m k n k m k n k m k n k

G

n
C x x Tx Tx M x x

C

 
→





H
 

ซึ่งเป็นข้อขัดแย้งกัน ดังนั้น { }nx จึงเป็นล ำดับ Cauchy จำกสมกำร (4.4) และ  -ควำมสมบูรณ ์

( -completeness) ของ ( , )X d   ค่ำของ u X   นั่นคือ  
d

nx u→   โดยที่  n→  โดย       
 ทีต่่อเนื่องของกำรส่งแบบหลำยค่ำ T  จะได้ 

lim ( , ) 0n
n

Tx x
→

=H         (4.11) 

ท ำให้ได้ว่ำ 
1( , ) lim ( , ) lim ( , ) 0n n

n n
d u Tu d x Tu Tx u+

→ →
=  =H  

ดังนั้น u Tu  และจะได้ว่ำ  T  เป็นจุดตรึง 
 
ทฤษฏีบท 4.2 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับได้ 
( )iv  T  คือกำรส่งหลำยค่ำแบบ  ทีต่่อเนื่อง  

แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
พิสูจน์      ในลักษณะเดียวกับในทฤษฎีบท 3.1 
 
บทแทรก 4.1 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก  และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม * ที่ยอมรับได้ 
( )iv  T  คือกำรส่งหลำยค่ำแบบ  ทีต่่อเนื่อง  

แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
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บทแทรก 4.2 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก  และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม * ที่ยอมรับได้ 
( )iv  T  คือกำรส่งแบบหลำยค่ำอย่ำงต่อเนื่อง 

แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
 
ตัวอย่างที่ 4.1 ก ำหนดให้ ( 10,10)X = −  ด้วยเมตริก ( , )d x y x y= −  และ : ( )T X X→CB  
ดังนี้ 

{ 2} ; ( 10,0)

5
0, ; [0,2]

6
( )

5
0,2 ; (2,5]

3

{9} ; (5,10)

x

x
x

T x

x x

x

−  −

    

= 
  −   




 

และก ำหนดให้ : [0, )X X  →   โดย 
1 ; , [0,2]

( , )
0 ;

x y
x y

otherwise



= 


 

แล้วปริภูมิ ( , )X d  คือ   ที่สมบูรณ ์และ T  ไมต่่อเนื่อง แต่  ต่อเนื่อง เนื่องจำกกำรส่งหลำยค่ำ

แบบสำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับ ถ้ำ ( , ) 1x y  แล้วมี , [0,2]x y  และนั่นคือ 5
, 0,

3
Tx Ty

 
  
 

  

ซึ่งหมำยถึง ( , ) 1p q    ส ำหรับทุก p Tx  และ q Ty  จะได้ T  คือ  ทีย่อมรับได้ นอกจำกนี้

ถ้ำ ( , ) 1x y   แล้ว , [0,2]x y  นั่นคือ [0,2]x  และ 5
0,

3
Ty

 
  
 

 ก ำหนดให้ z Ty   

แล้วจะได้ ( , ) 1y z   และสุดท้ำย [0,2]x  และ 5
0,

3
z

 
 
 

 ซึ่ง ( , ) 1x z    

ดังนั้น T  คือ สำมเหลี่ยม   ที่ยอมรับได้ 

 ถ้ำเลือก 0 2x =  แล้วเงื่อนไข ( )ii  ของทฤษฏีบท 4.1 พิจำรณำ 5
( , )

6
t s s t = −  และ 

( , )G s t s t= −  แล้ว T  คือ กำรส่งหลำยค่ำ   ที่ยอมรับได้แบบหดตัวของ GZ  เมื่อ 0GC =  
ดังนั้นเงื่อนไขทั้งหมดของทฤษฏีบท 4.1 สำมำรถสรุปได้ว่ำ T  เป็นจุดตรึงของ X  
 
 ผลลัพธ์ต่อไปแสดงให้เห็นว่ำ ทีต่่อเนื่อง หรือควำมต่อเนื่องของกำรส่ง T  สำมำรถเงื่อนไข 
( )iv ไดด้ังนี้ 
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ทฤษฏีบท 4.3 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
 -admissible แบบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  มีค่ำ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับได้ 
( )iv  ถ้ำ  { }nx  เป็นล ำดับใน X  โดยที่ 1( , ) 1n nx x +   ส ำหรับทุก n    และ 

d

nx x X→   โดยที่  n→  จะมี ( , ) 1nx x   ส ำหรับทุก n    แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
พิสูจน์      เนื่องจำกทฤษฏีบท 4.1 ทรำบว่ำ { }nx  เป็นล ำดับใน Cauchy ใน X  โดยที่ 

d

nx x X→   โดยที่  n→  จะมี ( , ) 1nx x   ส ำหรับทุก n  ส ำหรับเงื่อนไขท่ี ( )iv  จะได้  
( , ) 1nx u   ส ำหรับทุก n  โดยใช้สมกำร (3.2) จะได้ 

( , ) ( , ), ( ,( ))n n n Gx u Tx Tu M x u C  H      (4.12) 
1

min{ ( , ), ( , )} ( , ) ( , ) ( , ), ( ( ,( )) ( , ))
2

n Gd x Sx d y Ty d x y x u Sx Ty M x y M x y C   H  

โดยที่ 
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

d x Ty d y Sx
M x y d x y d x Sx d y Ty

+ 
=  

 
 

โดยที่ 
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

n n
n n n

d x Tu d u Tx
M x u d x u d x Tx d u Tu

+ 
=  

 
 

ส ำหรับทุก n   สมมุติว่ำ ( , ) 0d u Tu   ก ำหนดให้ ( , )

2

d u Tu
 =  เนื่องจำก 

d

nx x X→   

โดยที่  n→  และสำมำรถหำค่ำ 1n    จะได้ 
( , )

( , )
2

n

d u Tu
d u x          (4.13) 

ส ำหรับทุก 1n n  จะได้ 

1

( , )
( , ) ( , )

2
n n

d u Tu
d u Tx d u x +        (4.14) 

ส ำหรับทุก 1n n  จะได้ { }nx  เป็นล ำดับ Cauchy และค่ำของ 2n   โดยที่ 

1

( , )
( , ) ( , )

2
n n n n

d u Tu
d x Tx d x x +        (4.15) 

ส ำหรับทุก 2n n  จำก ( , ) ( , )nd x Tu d u Tu→  โดยที่ n→  สำมำรถหำค่ำ 3n   โดย 
3 ( , )

( , )
2

n

d u Tu
d x Tu          (4.16) 

ส ำหรับทุก 3n n  ใช้สมกำร (4.13)- (4.16) 
( , ) ( , )nM x u d u Tu         (4.17) 
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ส ำหรับทุก 0 1 2 3max{ , , }n n n n n =  จำกสมกำร (4.12) 
( )

( )

( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , ), ( , )

G n n

n n

C x u Tx Tu d u Tu

G d u Tu x u Tx Tu

 







H

H
 

 
ใชเงื่อนไข ( )i  ของบทนิยำม 2.11 จะได้ 

( , ) ( , ) ( , )n nx u Tx Tu d u Tu H  
เนื่องจำก 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nd x Tu Tx Tu x u Tx Tu d u Tu+   H H    (4.18) 
ก ำหนดให้ n→  จะได้ ( , ) ( , )d u Tu d u Tu ซึ่งเป็นข้อขัดแย้งกัน ดังนั้น ( , ) 0d u Tu =   
นั่นคือ u Tu  เป็นกำรเสร็จสิ้นกำรพิสูจน์ 
 
บทแทรก 4.3 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก  และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก   ที่สมบูรณ์ ( -complete) 
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม * ที่ยอมรับได้ 
( )iv  ถ้ำ  { }nx  เป็นล ำดับใน X  โดยที่ 1( , ) 1n nx x +   ส ำหรับทุก n    และ 

d

nx x X→   โดยที่  n→  จะมี ( , ) 1nx x   ส ำหรับทุก n     
แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
 
บทแทรก 4.4 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริก  และ : ( )T X X→CB  คือ กำรส่งหลำยค่ำ 
  ที่ยอมรับไดแ้บบหดตัวของ GZ  สมมติว่ำมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

( )i  ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริกที่สมบูรณ์  
( )ii  ค่ำของ 0x X  และ 1 0x Tx  โดยที่ 0 1( , ) 1x x   
( )iii  T  คือ สำมเหลี่ยม * ที่ยอมรับได้ 
( )iv  ถ้ำ  { }nx  เป็นล ำดับใน X  โดยที่ 1( , ) 1n nx x +   ส ำหรับทุก n    และ 

d

nx x X→   โดยที่  n→  จะมี ( , ) 1nx x   ส ำหรับทุก n     
แล้ว T  เป็นจุดตรึง 
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ตัวอย่างที่ 4.2 ก ำหนดให้ (0,1]X =  ด้วยเมตริก ( , )d x y x y= −  และ : ( )T X X→CB  ดังนี้ 
1 1

{ } ; 0,
10 2

3 3 1 3
, ; ,

5 4 2 4

4 3
; ,1

5 4

x

Tx x

x

  
 
 

   
=    

   
   

   
   

 

และก ำหนดให้ : [0, )X X  →   โดย 
1

1 ; , ,1
( , ) 2

0 ;

x y
x y

otherwise



  
  =  




 

แล้วปริภูมิ ( , )X d  คือ   ที่สมบูรณ ์และ T  ไมต่่อเนื่อง แต่  ต่อเนื่อง  

พิจำรณำ 3 1 3
,

4 4
nx x

n
= + =  เมื่อ T  คือสำมเหลี่ยม  ที่ยอมรับได้ นอกจำกนี้ค่ำของ 0

1

2
x =  

และ 1 0

3 3 3
,

4 5 4
x Tx

 
=  =  

 
 โดยที่ 0 1( , ) 1x x   

ก ำหนดให้ { }nx  เป็นล ำดับใน X  โดยที่ 1( , ) 1n nx x +   ส ำหรับทุก n   และ nx x→   

โดยที่  n→  เรำอนุมำนได้ว่ำ 1
,1

2
nx

 
 
 

 ส ำหรับทุก n   และนั่นคือ 1
,1

2
x

 
 
 

 ฉะนั้น 

( , ) 1nx x   และเงื่อนไข ( )iv สำมำรถตรวจสอบได้อย่ำงง่ำยดำยว่ำ T เป็นกำรส่งแบบหลำยค่ำ    

ที่มีกำรหดตัวด้วย GZ  ที่ยอมรับได้โดยกำรหำ 5
( , ) , ( , )

6
t s s t G t s s t = − = −  และ 0GC =  

ดังนั้น T  เป็นไปตำมเง่ือนไขทั้งหมดของทฤษฎีบท 3.3  
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จำกกำรด ำเนินกำรข้ำงต้นท ำให้ได้ว่ำเรำได้มีกำรพัฒนำทฤษฏีบทใหม่เพ่ือพัฒนำงำนวิจัยให้ดียิ่งขึ้น
ดังนี้ดังนี้ 
 
บทนิยาม 3.2 ก ำ ห น ด ใ ห้  ( , )d เ ป็ น ป ริ ภู มิ เ ม ต ริ ก แ ล ะ  , : ( )  → K  แ ล ะ 

: [0,1) →  เป็นฟังก์ชัน แล้วเรียก   ว่ำเป็น ( , ) G กำรหดตัวแบบเกือบหลำยค่ำ       

เมื่อเทียบกับ  โดยที่ 
( ( , ) ( , ), ( ) )H W W        CG        (2) 

ส ำหรับทุก ,  ซ่ึง   และ 0L  โดยที่ 
( , ) ( , )W    = + L  

ซ่ึง 
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

{ }
D D

d D D
   

       
 + 

 =    

และ 
( , ) min ( , ), ( , ), ( , ), ( , ){ }D D D D          =      

 
บทนิยาม 3.2 ก ำ ห น ด ใ ห้  ( , )d เ ป็ น ป ริ ภู มิ เ ม ต ริ ก แ ล ะ  , : ( )  → K  แ ล ะ 

: [0,1) →  เป็นฟังก์ชัน แล้วเรียก   ว่ำเป็น ( , ) G กำรหดตัวแบบเกือบหลำยค่ำ       

เมื่อเทียบกับ   ถ้ำ 
1

min{ ( , ), ( , )} ( , ) ( , ( ) )
2

 D D d L W W           CG    (3) 

ส ำหรับทุก ,  ซ่ึง     และ 0L  โดยที่ 
( , ) ( , ), ( , ) ( , )L WH        =   = + L  

ซ่ึง 
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

{ }
D D

d D D
   

       
 + 

 =    

และ 
( , ) min ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) . { }D D D D          =      
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ทฤษฎีบท 3.14 ก ำ ห น ด ใ ห้  ( , )d เ ป็ น ป ริ ภู มิ เ ม ต ริ ก แ ล ะ  , : ( )  → K  แ ล ะ 
: [0,1) →  เป็นฟังก์ชัน แล้วเรียก   ว่ำเป็น ( , ) G กำรหดตัวแบบเกือบ Suzuki หลำยค่ำ 

ดังนี้ 
( ) ( , )i d  คือปริภูมิเมตริก  -complete 
( ) ,ii    คือสำมเหลี่ยม  -admissible 
( ) ,iii    คือกำรส่งหลำยค่ำ  -continuous 

แล้ว   และ  มีจุดตรึงร่วมกัน 
พิสูจน์  ก ำหนดให้  0   เลือก 1 0   จำกนิยำมของเมตริก Hausdorff มีค่ำ 

2 1   โดยที่  
0 ( , )1 2d    

( , )1 1D  =           (4) 
( , ) ( , )0 1 0 1      H  

สมมุติว่ำ  ( , ) 00 0D     และ ( , ) 01 1D     แล้ว 

 
1

min ( , ), ( , ) ( , )
2

0 0 1 1 0 1D D d         

นั่นคือจำกสมกำรที่ (3) จะได้ว่ำ 
1

min{ ( , ), ( , )} ( , ) ( , ( ) )
2

L0 0 1 1 0 1 0 0 0D D d W W            CG 

โดยที่ ( , ) ( , )L0 0 1 0 1H    =    และ ( , ) ( , )0 0 1 0 1W    = + L  
พิจำรณำ 

( , ( ) )0 0 0L W W CG  
( ( ) , )0 0 0W W LG         (5) 

ท ำให้ได้ว่ำ 
( , ) ( ) 1 2 0 0 0Ld W W            (6) 

โดยที่ 
( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , )
max ( , ), ( , ), .

2

0 1

0 1 1 0
1 0 0 1 1

0 2 1 1
0 1 0 1 1 2

0 2
0 1 1 2

{ }

{ }

D D
d D D

d d
d d d

d
d d

 

   
     

   
     

 
   



 + 
=  

+


 
=  

 

 

เนื่องจำก 

 
( , ) ( , ) ( , )

max ( , ), ( , )
2 2

 0 2 0 1 2 1
0 1 1 2

d d d
d d

     
   

+
   

ซ่ึง 
 ( , ) max ( , ), ( , )0 1 0 1 1 2d d        
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และ 
( , )

min{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

min{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

0

0 1

0 0 1 1 0 1 1 0

0 1 1 2 0 2 1 1

D D D D

d d d d

 

       

       



=    

=

=

 

ถ้ำ  max ( , ), ( , ) ( , )0 1 1 2 1 2d d d     =  และ ( , ) 00 1  =  จำกสมกำรที่ (6) จะได้ 
( , )1 2d    

( , ) ( , )0 1 0 1      H       (7) 
( ( , )) ( , )1 2 1 2d d      

จะได้ 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 0 1 0 1 1 2d d           H  

พบว่ำเป็นข้อขัดแย้ง จึงสรุปได้ว่ำ 
 max ( , ), ( , ) ( , )0 1 1 2 0 1d d d     =  

จำกสมกำรที่ (6) จะได้ว่ำ 
( , ) ( , )1 2 0 1d d     

ในท ำนองเดียวกัน ส ำหรับ 2 1   และ 3 2   จะได้ 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 3 1 2 1 2 1 2d d           H  

ท ำให้ได้ว่ำ 
( , ) ( , )2 3 1 2d d     

ในท ำนองเดียวกัน และสร้ำงล ำดับ  n ใน   
 โดยที่ 2 1 2n n +  และ , 0,1,2,...2 2 2 1 nn n  =+ +  โดยที่ 

0 ( , )

( , )

( , ) ( , )

2 1 2 2

2 1 2 1

2 2 1 2 2 1

d

D

n

n n

n n n n

 

 

    



= 

  

+ +

+ +

+ +H

 

และ 

 
1

min ( , ), ( , ) ( , )
2

 2 2 2 1 2 1 2 2 1D D dn n n n n n       + + +  

นั่นคือจำกสมกำรที่ (3)  จะได้ 

 
1

min ( , ), ( , ) ( , ) ( , ( ) )
2

2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2D D d W WLn n n n n n n n n           + + + CG

โดยที่  
( , ) ( , )2 2 2 1 2 2 1L Hn n n n n    =  + +  และ ( , ) ( , )2 2 2 1 2 2 1W n n n n n   = + + +L

พิจำรณำ  
( , ( ) ) ( ( ) , )2 2 2 2 2 2L W W W W Ln n n n n n   C GG      (8) 

ท ำให้ได้ว่ำ 
( , ) ( )2 1 2 2 2 2 2d L W Wn n n n n   + +       (9) 

 



50 
 

โดยที่ 
 

( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

(
max ( , ), ( , ),

2 2 1

2 2 1 2 1 2
2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 2 2 1 2 1
2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

2
2 2 1 2 1 2 2

{ }

{ }

{

D D
d D D

d d
d d d

d
d d

n n

n n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n n n

n
n n n n

 

   
     

   
     


   



 + 
=  

+


=

+

+ +
+ + +

+ + +
+ + + +

+ + +
, )

.
2

2 2 }n +

เนื่องจำก 

 

( , )

2

( , ) ( , )

2

max ( , ), ( , )

2 2 2

2 2 1 2 2 2 1

2 2 1 2 1 2 2

d

d d

d d

n n

n n n n

n n n n

 

   

   

+




+

+ + +

+ + +

 

ซ่ึง  
 ( , ) max ( , ), ( , )2 2 1 2 2 1 2 1 2 2d dn n n n n n      + + + +  

และ 
( , )

min ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

min ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

0

2 2 1

2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 1

{ }

{ }

D D D D

d d d d

n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

 

       

       



=    

=

=

+

+ + + +

+ + + + + +

 

ถ้ำ  max ( , ), ( , ) ( , )2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2d d dn n n n n n     =+ + + + +  และ ( , ) 02 2 1n n  =+  
จำกสมกำรที่ (9)  จะได้ 

( , )2 1 2 2d n n + +  
( , ) ( , )2 2 1 2 2 1n n n n      + +H       (10) 
( ( , )) ( , )2 1 2 2 2 1 2 2d dn n n n     + + + +  

จะได้ 
( , )

( , ) ( , )

( , )

2 1 2 2

2 2 1 2 2 1

2 1 2 2

d

d

n n

n n n n

n n

 

    

 

  



+ +

+ +

+ +

H  

พบว่ำเป็นข้อขัดแย้ง จึงสรุปได้ว่ำ 
 max ( , ), ( , ) ( , )2 2 1 2 1 2 2 2 2 1d d dn n n n n n     =+ + + +  

จำกสมกำรที่ (10)  จะได้ 
( , ) ( , )2 1 2 2 2 2 1d dn n n n   + + +  

และ 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 2 2 3 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2d dn n n n n n n n           + + + + + + + +H  
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ท ำให้ได้ว่ำ 
( , ) ( , )2 2 2 3 2 1 2 2d dn n n n   + + + +       (11) 

ซ่ึง ( , ) ( , )1 2 1d dn n n n   + + +  ส ำหรับทุก n  ดังนั้น  ( , )1d n n  +  
เป็นล ำดับของจ ำนวนจริงที่ไม่เป็นลบ ซ่ึง 0Z  โดยที่  

lim ( , )1d Zn n
n

  =+
→

 

สมมุติว่ำ 0Z   จำกสมกำรที่ (8)  จะได้ 
 lim 2 ZL n

n
=

→
         (12) 

และ 
lim  ( )2 2W ZWn n

n
 =

→
        (13) 

จำกสมกำรที่ (2) และ ( )2G  ของบทนิยำม (2.38) จะได้ว่ำ 
sup ( , ( ) ) sup ( , ( ( , )) ( , ))lim lim2 2 2 2 2 2 1 2 2 1L dW L dWn n n n n n n n

n n

        = + +
→ →

C CG G

พบว่ำเป็นข้อขัดแย้ง และ 0z =  เป็นต้น 
lim ( , ) 01d n n

k
  =+

→
         (14) 

ต่อไปจะแสดง  n คือล ำดับโคชี อย่ำงไรก็ตำมจะสมมติว่ำไม่ใช่ล ำดับโคชี สมมุติว่ำ 0ò มีค่ำ และ
เป็นจ ำนวนเต็มบวกตำมล ำดับ  ( )n k และ ( )m k  โดยที่ 

( ) ( ) , ( , ) , ( , )( ) ( ) ( ) 1 ( )n k m k k d dn k m k n k m k      −ò ò     (15) 

จำกอสมกำรสำมเหลี่ยม จะได้ว่ำ 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1d d d dn k m k n k m k n k m k n k n k         +  +− − −ò ò 

เมื่อ k →  จำกสมกำรที่ (14)  จะได้ 
lim ( , )( ) ( )d n k m k

k
  =

→
ò         (16) 

จำกอสมกำรสำมเหลี่ยม จะได้ว่ำ 
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )d d dn k m k n k m k n k m k       ++ +ò  

และ 
( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1d d dn k m k n k m k m k m k      ++ +  

เมื่อ k →  จำกสมกำรที่ (11), (12) และ(13)  จะได้ 
lim ( , )( ) ( ) 1d n k m k

k
  =+

→
ò        (17) 

ในท ำนองเดียวกันจะได้ 
lim ( , )( ) 1 ( )d n k m k

k
  =+

→
ò        (18) 

นอกจำกนี้เรำยังสังเกตเห็นว่ำ 
( , ) ( , ) ( , )( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1d d dn k m k n k m k m k m k      ++ + + +  

และ 
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( , ) ( , ) ( , )( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )d d dn k m k n k m k m k m k      ++ + + +  

เมื่อ k →  จำกสมกำรที่ (12), (13) ), (14)  และ(16)  จะได้ 
lim ( , )( ) 1 ( ) 1d n k m k

n
  =+ +

→
ò        (19) 

จำกสมกำรที่ (14) และ(15) สำมำรถเลือกจ ำนวนเต็มบวก 10n   โดยที่  

 1
( , ), ( , ) ( , )

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D dn k n k m k m k n k m k        

ò  

และในท ำนองเดียวกัน 
lim ( , )( ) ( )m k n k

k
  =

→
ò         (20) 

เนื่องจำก ( , ) 10 0    และ ,  เป็น  -admissible จะได้ 
( , ) ( , ) 10 1 0 0     =    

จำกสำมเหลี่ยม  -admissible จะได้ 
( , ) ( , ) 10 1 1 2       =   

และ 
( , ) ( , ) 10 1 2 3       =   

จำกกำรด ำเนินกำรตำมกระบวนกำรข้ำงต้น เรำได้ข้อสรุปว่ำ 
( , ) 11n n   +  ส ำหรับทุก n  ซึ่งพิสูจน์ได้ว่ำ ( , ) 11n n   +  ส ำหรับทุก ,m n เมื่อ n m  

เนื่องจำก  
( , ) 1,

( , ) 1

1

1 2

n n

n n

  

  






+

+ +
 

แล้วจะได้ 
( , ) 12n n   +  

ในท ำนองเดียวกัน 
( , ) 1,

( , ) 1

2

2 3

n n

n n

  

  






+

+ +
 

อนุมำนได้ว่ำ 
( , ) 13n n   +  

จำกกระกำรด ำเนินกำร จะได้ 
( , ) 1n m     

ส ำหรับทุก  ,m n เมื่อ m n  ก ำหนดให้ ,( ) ( )m k n k   = =   จำกข้ำงต้นจะได้ว่ำ 

( , ) 1n m     จะได้ว่ำ 
( , ( ) ) ( ( ) ) ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L W W W W Lm k m k m k m k m k m k   C GG  

โดยที่ ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Lm k m k n k m k n k    =  H   

และ ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Wm k m k n k m k n k   =  + L   

โดยที่ ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )dm k n k m k n k    =  โดย ( )1G  จะได้ 
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( , )( ) ( )d m k n k   
( )( ) ( ) ( ) ( )W WL Wm k m k m k m k         (21) 

( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )d m k n k m k n k   = + L  

น ำสมกำรที่ (15), (16) และ lim ( , ) 0( ) ( )m k n k
n

  =
→

แทนลงในสมกำรที่ (21)  จะได้ 

lim ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )m k n k m k n k
k

      =
→

H ò  

และ 
lim ( )( ) ( )W Wm k m k

k
 =

→
ò 

โดยที่  ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Wm k m k n k m k n k   =  + L  

และจำกบทนิยำม 2.35 และ ( )2  แทนลงใน ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Lm k m k n k m k n k    =  H  

และ ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Wm k m k n k m k n k   =  + L  จะได้ 
( , ( ) )( ) ( ) ( )L W Wm k m k m k  C CG G  

พบว่ำเป็นข้อขัดแย้ง และได้ผลลัพธ์  n คือล ำดับโคชี เนื่องจำก  สมบูรณ์ ท ำให้ได้ว่ำ  n  ลู่

เข้ำสู่บำงค่ำ *  เป็นต้น 
lim ( , ) 0*d n

n
  =

→
 

และ 
lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) 0* * *

2 2 1d d dn n n
n n n

     = = =+
→ → →

   (22) 

จะได้ว่ำ 

 1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* * *D D dn n n         

หรือ 

 1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* * *
1 1 1D D dn n n       + + +      (23) 

ส ำหรับทุก n  และ สมมตุิว่ำไม่เป็นเช่นนั้น แล้วมีค่ำ m  โดยที่ 

 1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* * *D D dm m m             (24) 

และ  

 1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* * *
1 1 1D D dm m m       + + +     (25) 
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ดังนั้น 

 
 

2 ( , )

min ( , ), ( , )

min ( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

*

* *

* * * *

* * * *
1

d

D D

d D D

d D d d

m

m m

m m

m m m m

 

   

     

       

  

 +  

 +   + +

 

ซึ่งหมำยควำมว่ำ 
( , ) ( , )* *

1d d dm m    +         (26) 
จำกสมกำร (23) และ (24) 

( , )*d m   

( , )*
1d m  +        (27) 

 1
min ( , ), ( , )

2

* *
1 1D D m m     + +  

เนื่องจำก  1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* *
1D D dm m m m        +  จำกสมกำรที่ (2) จะได้ 

( , ( ) ) ( ) ( ) ,L W WW W Lm m m m m m   C GG  
โดยที่ ( , ) ( , )1 1L Hm m m m m    =  + +  และ ( , ) ( , )1 1Wm m m m m   = + + +L  
จะได้ว่ำ  

 ( , ) ( )1 2d W W WLm m m m m m    + +       (28) 
โดยที่  

( , )

( , ) ( , )
max ( , ) ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , )
max ( , ), ( , ),

2

1

1 1
1 1 1

2 1 1
1 1 1 2

2
1 1 2

{ }

{ }

{ }

D D
d D D

d d
d d d

d
d d

m m

m m m m
m m m m m m

m m m m
m m m m m m

m m
m m m m

 

   
     

   
     

 
   



 + 
=  

+


=

+

+ +
+ + +

+ + +
+ + + +

+
+ + +

 
เนื่องจำก 

 

( , )

2

( , ) ( , )

2

max ( , ), ( , )

2

1 1 2

1 1 2

d

d d

d d

m m

m m m m

m m m m

 

   

   

+




+

+ + +

+ + +

 

ซ่ึง  
 ( , ) max ( , ), ( , ) 1 1 1 2d dm m m m m m      + + + +  

และ ( , ) 01m m  =+  
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สมมุติว่ำ   max ( , ), ( , ) ( , )1 1 2 1 2d d dm m m m m m     =+ + + + +  
และจำกสมกำรที่ (28) จะได้ว่ำ 

( , ) ( , )1 2 1 2d dm m m m   + + + +  
ซึ่งเป็นข้อขัดแย้ง จึงสรุปได้ว่ำ 

 max ( , ), ( , ) ( , )1 1 2 1d d dm m m m m m     =+ + + +  
จำกสมกำรที่ (26) จะได้ว่ำ 

( , ) ( , )1 2 1d dm m m m   + + +        (29) 
จำกสมกำรที่ (27),(28) และ (29) จะได้ 

   
 

( , )

( , )

( , ) ( , )

1 1
min ( , ), ( , ) min ( , ), ( , )

2 2

min ( , ), ( , )

( , )

1 2

1

* *
1

* * * *
1 1 1 1

* *
1 1

1 2

d

d

d d

D D D D

D D

d

m m

m m

m m

m m m m

m m

m m

 

 

   

       

   

 



 +

   +  

=  



+ +

+

+

+ + + +

+ +

+ +

 

 
ซึ่งเป็นข้อขัดแย้ง ส ำหรับทุก 2n  จะได้ 

 1
min ( , ), ( , ) ( , )

2

* * *D D dn n n         

จำกสมกำรที่ (3) 
( , ( ) ) ( ) ( ) ,L W W W W Ln n n n n n   C GG       (30) 

โดยที่ ( , ) ( , )* *L Hn n n    =    และ ( , ) ( , )* *Wn n n   = + L  
ในท ำนองเดียวกันจะได้ 

( ,  )*
1D L Wn n n   +         (31) 

โดยที่ 
( , )

( , ) ( , )
max ( , ) ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

*

* *
* * *

* *
* * * 1

1

{ }

{ }

D D
d D D

D d
d d D

n

n n
m n n

n n
n n n

 

   
     

   
     



 + 
=  

 +
  +

+

 

และ 
( , )

min{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

min{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

*

* * * *

* * * *
1

D D D D

d D D D

n

n n n n

n n n n

 

       

       



=    

=   +
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ก ำหนดให้ n→  และใชสมกำรที่ (14) และ (22) จะได้ 
lim ( , ) ( , ), lim ( , ) 0* * * *Dn n

n n
      =   =

→ →
     (32) 

ต่อไปจะแสดงว่ำ * *  สมมุติว่ำ ( , ) 0* *D     จำกสมกำรที่ (31) ก ำหนดให้ n→  
จะได้ว่ำ 

( , )

lim ( , )

lim ( , ) ( , )

lim ( , ) lim ( , )

( , )

* *

*
1

* *

* *

* *

D

D

D

n
n

n n
n

n n
n n

 

 

    

   

 



= 

  

  + 

= 

+
→

→

→ →

H

L

 

ซึ่งเป็นข้อขัดแย้ง ดังนั้น * *   ในท ำนองเดียวกันสำมำรถแสดงได้ว่ำ * *  ซ่ึง   และ
มีจุดตรึงร่วมกัน 
 
บทแทรก 4.2 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริกสมบูรณ์ และ : ( ) → CB  คือกำรหด
ตัว แบบ Suzuki ทั่วไปหลำยค่ำ กับ   

1
min{ ( , ), ( , )} ( , ) ( ( , ), ( , )) 0

2
D D d H                   ส ำหรับทุก ,   

โดยที่  
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

{ }
D D

d D D
   

       
 + 

 =    

ดังนั้น   และ มีจุดตรึงร่วมกัน 
พิสูจน์ จำกทฤษฏีบท 3.14  จะได้ว่ำ ( , ) 1, ( )v v   = =  และ ( , ) 0  =  
 
ตัวอย่างที่ 4.3 ก ำหนดให้ {0,3,5}X =  เป็นปริภูมิเมตริก และ , : ( )  → CB  นิยำมโดย 

 0,5
7

1
0, 3,

7
i

if

f








 
 

 
 = 

  =  

 

และ 
5




 
 =  

 
 ส ำหรับทุก   

ก ำหนดให้ :[0, ) [0, )    →  โดย 6
( , )

7
t s u v = −  ส ำหรับทุก , [0, )]u v   จำกอสมกำรที่ (2)  

ส ำหรับทุก ,  ซึ่ง      จะได้  
1

min ( , ), ( , ) ( , )
2

D D d         โดยที่ 

 ( , ) (0,3),(3,0),(0,5),(5,0),(3,5),(5,3)    
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จำกสมกำรที่ (2) จะได้ 
6

( ( , ), ( , )) ( , ) ( , ) 0
7

           =  −   H H  

นั่นหมำยควำมว่ำ 
6

( , ) ( , )
7

      H  

กรณี (i) ส ำหรับ 0, 2; = =  

  
2 2 6

( 0, 3) ( 0 , ) (0,3)
3 3 7

 
  = =   

 
H H  

กรณี (ii) ส ำหรับ 3, 0; = =  

  
2 2 6

( 3, 0) ( 0, , 0 ) (2,0)
7 7 7

 
  = =   

 
H H  

กรณี (iii) ส ำหรับ 0, 5; = =  

    
6

( 0, 5) ( 0 , 2 ) 2 (0,5)
7

  = =  H H  

กรณี (iv) ส ำหรับ 5, 0; = =  

  
3 3 6

( 5, 0) ( , 0 ) (5,0)
4 4 7

 
  = =   

 
H H  

กรณี (v) ส ำหรับ 3, 5; = =  

  
2 6

( 3, 5) ( 0, , 1 ) 1 (2,4)
7 7

 
  = =   

 
H H  

กรณี (vi) ส ำหรับ 5, 3; = =  

 3 2 2 6
( 5, 3) ( , ) (4,2)

4 3 7 7

   
  = =     

   
H H  

 
บทแทรก 4.2 ก ำหนดให้ ( , )X d  เป็นปริภูมิเมตริกสมบูรณ์ และ : ( ) → CB  คือกำรหด
ตัว แบบ Suzuki ทั่วไปหลำยค่ำ กับ   

1
( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )) 0 

2
D d              H  ส ำหรับทุก ,  เมื่อ   

โดยที่  
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

 { }
D D

d D D
   

       
 + 

 =    

ดังนั้น   เป็นจุดตรึง 
 
พิสูจน์ จำกทฤษฏีบท 3.14  จะได้ว่ำ ( , ) 1, ( )v v   = =  และ ( , ) 0  =  


