
บทที่ 2
แนวคิด ทฤษฎี และงานวิจัยที่เกี่ยวของ

บทนิยามและทฤษฎีบท
บทนิยาม 2.1 ให X เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ u, v ∈ X สามารถหาผลบวกผานกระบวนการที่เรียกวา
การบวกซึ่งทำให u+ v = w ∈ X และมีสมบัติดังตอไปนี้

(1) (u+ v) + w = u+ (v + w)

(2) u+ v = v + u

(3) จะมีสมาชิกเพียงสมาชิกเดียวใน X แทนดวย 0 ซึ่งมีสมบัติวา u+ 0 = u สำหรับทุก u ∈ X

เรียกสมาชิก 0 วา สมาชิกศูนย

(4) สำหรับทุก u ∈ X จะมีสมาชิก −u ∈ X ซึ่งมีสมบัติวา u+ (−u) = 0 เรียกสมาชิก −x

วาคาลบของ u

ให α, β ∈ R และ u ∈ X แลว αu ∈ X เรียกกระบวนการนี้วา การคูณดวยสเกลาร และมีสมบัติ

ดังตอไปนี้

(5) (αβ)u = α(βu)

(6) 1 · u = u

(7) (α + β)u = αu+ βu

(8) α(u+ v) = αu+ αv

สัจพจนดังกลาวขางตนนี้เรียกวา ปริภูมิเชิงเสน บางครั้งจะเรียก ปริภูมิเชิงเสน วา ปริภูมิเวกเตอร

บทนิยาม 2.2 ให X เปนปริภูมิอิงนอรมและให C เปนเซตยอยของ X ดังนั้นเซต C จะเรียกวาคอนเวกซ ถา
สำหรับ u, v ∈ C และ η ∈ (0, 1) แลว

ηu+ (1− η)v ∈ C

การสงเชิงเสน หรือ ตัวดำเนินการเชิงเสน ระหวางปริภูมิเชิงเสนเชิงจริง X, Y เปนฟงกชัน
T : X −→ Y สำหรับทุก τ, ι ∈ R และ u, v ∈ X ซึ่ง

T(τu+ ιv) = τTu+ ιTv
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บทนิยาม 2.3 ให X และ Y เปนปริภูมิเชิงเสนอิงนอรม การสงเชิงเสน T : X −→ Y กลาววา มีขอบเขต
ถามีคาคงที่ M ≥ 0 สำหรับทุก u ∈ X ซึ่ง

∥Tu∥ ≤ M∥u∥

เขียนแทนเซตของการสงเชิงเสนทั้งหมด T : X −→ Y โดย L(X,Y) และเซตของการสงเชิงเสนที่
มีขอบเขตทั้งหมด T : X −→ Y โดย B(X,Y) เมื่อโดเมนและเรนจเปนเซตเดียวกัน

บทนิยาม 2.4 ถา {Tn} เปนลำดับของตัวดำเนินการใน B(X,Y) และ lim
n−→∞

∥Tn − T∥ = 0 สำหรับ
บาง T ∈ B(X,Y) แลว Tn ลูเขาเอกรูปสู T

บทนิยาม 2.5 ลำดับ{Tn} ใน B(X,Y) ลูเขาแบบเขม ถาสำหรับทุก u ∈ X ซึ่ง

lim
n−→∞

Tnu = Tu

บทนิยาม 2.6 ถา Tn ลูเขาเอกรูปสู T แลว Tn ลูเขาแบบเขมสู T

บทนิยาม 2.7 คาสเกลารของการสงเชิงเสนจากปริภูมิเชิงเสน X ไป R เรียกวา ฟงกชันเชิงเสน หรือ รูปแบบ
เชิงเสนบน X ปริภูมิของฟงกชันเชิงเสนบน X เรียกวา ปริภูมิควบคูเชิงพีชคณิต หรือเรียกวา ปริภูมิควบคูของ
X เขียนแทนดวย X∗

บทนิยาม 2.8 ลำดับ {ηn} ในปริภูมิบานาคX ลูเขาแบบออนสู ω เขียนแทนดวย ηn ⇀ ω เมื่อ n −→ ∞
ถา T(ηn) −→ T(ω) เมื่อ n −→ ∞ สำหรับทุกฟงกชันเชิงเสน T ใน X∗

ให C เปนเซตยอยที่ไมใชเซตวาง ปด คอนเวกซ ของปริภูมิบานาค X และให {ηn} เปนลำดับที่มี
ขอบเขตใน X สำหรับทุก ρ ∈ X จะใดวา r(ρ, {ηn}) = lim sup

n−→∞
∥ηn − ρ∥ รัศมีเสนกำกับของ {ηn}

เกี่ยวของกับ C โดย r(C, {ηn}) = inf{r(ρ, {ηn}) : ρ ∈ C} และศูนยกลางเสนกำกับของ {ηn}
เกี่ยวของกับ C โดย

A(C, {ηn}) = {ρ ∈ C : r(ρ, {ηn}) = r(C, {ηn})}

เปนที่ทราบกันดีวาในปริภูมิบานาคเอกรูปประกอบดวย A(C, {ηn}) เพียงจุดเดียว

จะกลาววาปริภูมิบานาค X มีสมบัติ Opial (Opial, 1967 : 591-598) ก็ตอเมื่อสำหรับทุก {ηn} ใน
C ลูเขาแบบออนสู ω ∈ X

บทตั้ง 2.1 (García-Falset, Llorens-Fuster, & Suzuki, 2011 : 185-195) ให T เปนการสงบนเซตยอย C

ของปริภูมิบานาค X มีสมบัติ Opial สมมติวา T สอดคลองกับเงื่อนไข (E) ถา {ηn} ลูเขาแบบออนสู ω และ
lim

n−→∞
∥Tηn − ηn∥ = 0 แลว ω ∈ F(T)
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บทตั้ง 2.2 (García-Falset, Llorens-Fuster, & Suzuki, 2011 : 185-195) ให T เปนการสงบนเซตยอย C

ของปริภูมิบานาค ถา T สอดคลองกับเงื่อนไข (E) แลวสำหรับทุก v ∈ F(T) และ ρ ∈ C จะไดวา

∥Tρ− v∥ ≤ ∥ρ− v∥

บทตั้ง 2.3 (García-Falset, Llorens-Fuster, & Suzuki, 2011 : 185-195) ให T เปนการสงบนเซตยอย C

ของปริภูมิบานาค X ถา T สอดคลองกับเงื่อนไข (C) แลว T ตรงตามเงื่อนไข (Eµ) ดวย µ = 3

บทตั้ง 2.4 (Schu, 1991 : 153-159) ใหX เปนปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป และ 0 < a ≤ σn ≤ b < 1

สำหรับทุก n ≥ 1 ถา {ηn} และ {δn} เปนสองลำดับใน X ซึ่ง lim sup
n−→∞

∥ηn∥ ≤ λ, lim sup
n−→∞

∥δn∥ ≤ λ

และ lim
n−→∞

∥σnηn + (1− σn)δn∥ = λ สำหรับบาง λ ≥ 0 แลว lim
n−→∞

∥ηn − δn∥ = 0

งานวิจัยที่เกี่ยวของ

กระบวนการวนซ้ำถูกนำเสนอโดยนักวิจัยที่มีชื่อเสียงและเปนที่ยอมรับในงานวิจัยดานนี้ไดแก

กระบวนการวนซ้ำแบบ S ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = (1− ιn)ηn + ιnTηn

ηn+1 = (1− τn)Tηn + τnTζn

(2.1)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Agarwal, O’Regan, & Sahu, 2007 : 61-79)

กระบวนการวนซ้ำแบบ SP ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = (1− ιn)ηn + ιnTηn

ϑn = (1− τn)ζn + τnTζn

ηn+1 = (1− σn)ϑn + σnTϑn

(2.2)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Phuengrattana & Suantai, 2011 : 3006-3014)
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กระบวนการวนซ้ำแบบ Thakur ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = (1− ιn)ηn + ιnTηn

ϑn = T((1− τn)ηn + τnζn)

ηn+1 = Tϑn

(2.3)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Thakur, Thakur, & Postolache, 2016 :147-155)

กระบวนการวนซ้ำแบบ K ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = (1− ιn)ηn + ιnTηn

ϑn = T((1− τn)Tηn + τnTζn)

ηn+1 = Tϑn

(2.4)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Hussain, Ullah, & Arshad, 2018 : 1383-1393)

กระบวนการวนซ้ำแบบ K∗ ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = (1− ιn)ηn + ιnTηn

ϑn = T((1− τn)ζn + τnTζn)

ηn+1 = Tϑn

(2.5)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Ullah & Arshad, 2018 : 87-100)

กระบวนการวนซ้ำแบบ AK ซึ่งนิยามดังนี้
η0 ∈ C

ζn = T((1− ιn)ηn + ιnTηn)

ϑn = T((1− τn)ζn + τnTζn)

ηn+1 = Tϑn

(2.6)

เมื่อลำดับ {ιn} และ {τn} เปนลำดับที่อยูในชวง [0, 1] (Ullah, K. et al. 2020 :
2050141)
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