
บทท่ี  3 
วิธีด าเนินการวิจัย 

 
ในบทนี้ เราจะศึกษาผลลัพธ์เชิงคุณภาพส าหรับแบบจ าลอง BEP  (1.2) ซึ่งมีอนุพันธ์เชิง

เศษส่วนในรูปแบบของรีมันน์-ลียูวิลล์ที่มีเคอร์เนลเป็นกฎยกก าลัง  (บทนิยาม 2.1.1), รูปแบบของคาพู
โต-ฟาบริซิโอที่มีเคอร์เนลเป็นเลขชี้ก าลังแบบถดถอย (บทนิยาม 2.1.2), และรูปแบบอาตานกานา-แบ
ลีนูที่มีเคอร์เนลเป็น ฟังก์ชันมิตแทก-เลฟเฟลอร์  (บทนิยาม 2.1.3) นั่นคือ ทฤษฎีบทการมีอยู่จริง และ
ทฤษฎีบทความมีเสถียรภาพอูแลมประเภทต่าง ๆ ก าหนดให้ 

* * * *
* * * 0

1 * * * 2
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1 ( )


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
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S
G      (3.1) 

* * * * *
* * * * *

2 * * * 2 *

1
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b
  

    
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B S B B
S B E B

S E
H

R
G    (3.2) 

* * * * * *
* * * 2 3

3 * * * * 2 *

1

( , , , )
1 ( )

 


   
    

 

E B S B E
S B E

S E

R
G    (3.3) 

 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  ภายใตเ้คอร์เนลเป็นกฎยกก าลัง 

พิจารณาปัญหาค่าเริ่มต้นร่วมกับอนุพันธ์ แฟร็กทัล- เศษส่วนภายใต้เคอร์เนลเป็นกฎยกก าลัง 
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FFP D  ดังนี้ 
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     (3.4) 

เมื่อ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดย (3.1)-(3.3) และ (3.4) สามารถเขียนได้ใหม่ดังนี้ 
( ), ( )

0

0

( ) ( , ( ))

(0) 0

   

   
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
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     (3.5) 

เมื่อ 
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   (3.6) 

แบบจ าลอง (3.4) สามารถเขียนใหม่ในรูปแบบโวล์เทอร์รา ( Volterra) ได้เนื่องจากปริพันธ์
เศษส่วนสามารถหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้นอนุพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน ในรูปแบบของ รีมันน์ -ลียูวิลล์ของ
แบบจ าลอง (3.4) สามารถเขียนได้เป็น 
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    (3.7) 

เพ่ือความสะดวก จะเขียนสมการ (3.5) ในรูปแบบต่อไปนี้ 
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    (3.8) 

ในการใช้เงื่อนไขเริ่มต้น จะต้องท าการแทนที่ตัวด าเนินการ ( ), ( )

0

   


LFFP D  ด้วย ( ), ( )

0

   



FFP D  และ
ใช้ปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.7) กับสมการ (3.8) ทั้งสองข้างของสมการ จะได้ 

( ) 1 ( ) 1

0
0
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s ss s s s ds


  
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 U U UG    (3.9) 

ในการวิเคราะห์ผลลัพธ์เชิงคุณภาพของแบบจ าลอง จะก าหนดให้ * 3

1 ([0, ] , ) X TC  เป็น 
ปริภูมิบานาคร่วมกับนอร์ม sup{| ( ) |}

t

t


X X
J

 โดยที ่

*

* * * * * * * * *

1
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( , , ) sup ( ) ( ) ( ) , , ,


  


    
T

U S B E S B E S B E X  

ก าหนดให้ตัวด าเนินการ (การส่ง) 1 1 1: Q X X  ดังนี้ 
( ) 1 ( ) 1

1 0
0

( )
( )( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

s ss s s s ds


  
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 

   
 U U UQ G    (3.10) 

ดังนั้นจะได้ว่า สมการ (3.9) สามารถเขียนได้ในรูปปัญหาจุดตรึง 1( ) ( )( )  QU U  ได้ซึ่งจะมีผลเฉลย
ก็ต่อเมื่อตัวด าเนินการ 1Q  มีจุดตรึง 
 
แบบจ าลอง -VOFF BEP ภายใต้เคอร์แนลเป็นเลขช้ีก าลังแบบถดถอย 

พิจารณาปัญหาค่าเริ่มต้นร่วมกับอนุพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วนภายใต้เคอร์เนลเป็นเลขชี้ก าลัง 
แบบถดถอย ( ), ( )
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              (3.11) 

เมื่อ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดย (3.1)-(3.3) และ (3.4) สามารถเขียนได้ใหม่ดังนี้ 
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แบบจ าลอง (3.11) สามารถเขียนใหม่ในรูปแบบโวล์เทอร์รา ( Volterra) ได้เนื่องจากปริพันธ์
เศษส่วนสามารถหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้นอนุพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน ในรูปแบบของคาพูโต-ฟาบริซิโอของ
แบบจ าลอง (3.11) สามารถเขียนได้เป็น 
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    (3.14) 

เพ่ือความสะดวก จะเขียนสมการ (3.14) ในรูปแบบต่อไปนี้ 
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    (3.15) 

ในการใช้เงื่อนไขเริ่มต้น จะต้องท าการแทนที่ตัวด าเนินการ ( ), ( )

0

   


LFFE D  ด้วย ( ), ( )

0
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

FFE D  และ
ใช้ปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.8) กับสมการ (3.15) ทั้งสองข้างของสมการ จะได้ 
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   (3.16) 
ในการวิเคราะห์ผลลัพธ์เชิงคุณภาพของแบบจ าลอง จะก าหนดให้ * 3

2 ([0, ] , ) CX T เป็น 
ปริภูมิบานาค โดยที่ 
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ต่อไปจะก าหนดให้ตัวด าเนินการ (การส่ง) 2 2 2: Q X X  ดังนี้ 
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    (3.17) 

ดังนั้นจะได้ว่าสมการ ( 3.9) สามารถเขียนได้ในนนรูปปัญหาจุดตรึง 2( ) ( )( )  QV V  ได้ซึ่งจะมีผล
เฉลยก็ต่อเมื่อตัวด าเนินการ 2Q  มีจุดตรึง 
 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  ภายใต้เคอร์แนลฟังก์ชันมิตแทก-เลฟเฟลอร์ 

พิจารณาปัญหาค่าเริ่มต้นร่วมกับอนุพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วนภายใต้เคอร์เนลฟังก์ชันมิตแทก-เลฟ
เฟลอร์  ( ), ( )
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    (3.18) 

เมื่อ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดย (3.1)-(3.3) และ (3.4) สามารถเขียนได้ใหม่ดังนี้ 
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   (3.20) 

 
แบบจ าลอง (3.18) สามารถเขียนใหม่ในรูปแบบโวล์เทอร์รา ( Volterra) ได้เนื่องจากปริพันธ์

เศษส่วนสามารถหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้นอนุพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วนในรูปแบบของอาตานกานา-แบลีนูของ
แบบจ าลอง (3.18) สามารถเขียนได้เป็น 
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    (3.21) 

เพ่ือความสะดวก จะเขียนสมการ (3.21) ในรูปแบบต่อไปนี้ 
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ในการใช้เงื่อนไขเริ่มต้น จะต้องท าการแทนที่ตัวด าเนินการ ( ), ( )
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และใช้ปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.9) กับสมการ (3.22) ทั้งสองข้างของสมการ จะได ้
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
   

    
  

 

   


   



 


 

 
 

G

G

W W W
AB

W
AB

  (3.23)  

ในการวิเคราะห์ผลลัพธ์เชิงคุณภาพของแบบจ าลอง จะ ก าหนดให้ * 3

3 ([0, ] , ) CX T เป็น 
ปริภูมิบานาค โดยที่ 

*

* * * * * * * * *

2
[0 ],

( , , ) sup ( ) ( ) ( ) , , ,


  


    
T

W S B E S B E S B E X  

ต่อไปจะก าหนดให้ตัวด าเนินการ (การส่ง) 3 3 3: Q X X  ดังนี้ 
( ) 1

0

( ) 1 ( 1

0

3

)

( ) (1 ( ))
( )( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))
s s s s ds

 


   

    
  

 

   


   



 


 

 
 

Q G

G

W W W
AB

W
AB

  (3.24) 

ดังนั้นจะได้ว่าสมการ ( 3.9) สามารถเขียนได้ในรูปปัญหาจุดตรึง 3( ) ( )( )  QW W  ได้ซึ่ง จะมีผล
เฉลยก็ต่อเมื่อตัวด าเนินการ 3Q  มีจุดตรึง 
 
ทฤษฎีบทการมีเพียงค าตอบเดียว 
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ในทฤษฎีบทแรก จะน าเสนอทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงหนึ่งเดียวของค าตอบส าหรับ
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) โดยประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทจุดตรึงบานาค ( Banach's fixed point 
theorem) 

 
ทฤษฎีบท 3.1 ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงค าตอบเดียวของ (3.4) 
 สมมติให้ 1G X  ที่สอดคล้องกับ 

1( )A  จะมีค่าคงที่ 1GL
U

 ที่ท าให้ 

1 2 1 2( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )       GG G L
U

U U U U  

ส าหรับ 1 2 1, U U X  และ *[0, ]  T  
ถ้า 

* ** * 1 *

* *

( ) ( )
1

( )

  

 

  


 
GL

U

T     (3.25) 

แล้ว แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4)  มีค าตอบเดียว  

พิสูจน์  ให้ *

1G  เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบที่ซึ่ง 
*

*

1
[0, ]

sup ( ,0)





  G G
T

, 
*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

 

และ 
*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

  ก าหนดให้เซตนูนปิดที่มีขอบเขต  
1 1

1 1:r r  D
X

U X U   โดยที่  
* *

1

* *

* * 1 *
*

0 1* *

1 * * 1 *

* *

( ) ( )

( )

( ) ( )
1

( )

r

 

 

 

 

 

 

 

 




 





 
G

G

L
U

X

T
U

T
 

ส าหรับการพิสูจน์จะถูกแบ่งออกทเป็น 2 ขั้นตอน ดังนี้ 
ขั้นตอนที่ 1 จะแสดงว่า 

1 11 r rQ D D   
ส าหรับแต่ละ 

1r
DU  จะได้ 

* *

1

*

1

( ) 1 ( ) 1

1 0
0

( ) 1 ( ) 1

0 * 0

( ) 1 ( ) 1* 2
*

0 1 1* 0

*

0

( )
( )( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( , ( )) ( ,0) ( , ( ))

( )

1
( )

[ ]

s s s s ds

s s s s s s s ds

s s
ds r


   


   

    




 
 

 

 




 

  

 

 

 

  



  


    


   
             

 





 G

Q G

G G G

L G
UX

X

U U U

U U U

U

U  
*

* *

1

1
1 ( ) 1( ) 1 *

1 1* 0

* * 1 *
*

0 1 1* *

1
( )

( ) ( )

( )

u u du r

r


  

 



 

 




 

   


     

 G

G

L G

L G

U

UX

T
U

 

ท าให้ได้ว่า 
1 11 r rQ D D  
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ขั้นตอนที่ 2  จะแสดงว่า ตัวด าเนินการ 1Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว 
ให้ 

11 2, rDU U  และ *[0, ]  T  จะได้ 

* *

1

( ) 1 ( ) 1

1 1 1 2 1 2
0

* * 1 *

1 2* *

( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )

( )

s s s s s s ds


   

 

 
  

 

 

 

 

 

   



 

 



G

Q Q G G

L
U X

U U U U

T
U U

 

ซึ่งจะได้ 
* *

1 1

* * 1 *

1 1 1 2 1 2* *

( ) ( )

( )

  

 

  
  

 
GQ Q L

UX X

T
U U U U  

เนื่องจาก 
* ** * 1 *

* *

( ) ( )
1

( )

  

 

  


 
GL

U

T  และจากหลักการหดตัวของบานาค (ทฤษฎีบท 2.2.1) จะ

ได้ 1Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว ฉะนั้น จากทฤษฎีบทจุดตรึงบานาคยืนยันว่าตัวด าเนินการ 1Q  มี
จุดตรึงเพียงจุดเดียวที่ซึ่งเป็นค าตอบเพียงค าตอบเดียวของแบบจ าลอง (3.4)     
 

ต่อไป จะประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทจุดตรึงบานาคเพ่ือพิสูจน์ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงหนึ่ง
เดียวของค าตอบส าหรับแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11)  

 
ทฤษฎีบท 3.2 ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงค าตอบเดียวของ (3.11) 
 สมมติให้ 2G X  ที่สอดคล้องกับ 

2( )A  จะมีค่าคงที่ 1GL
V

 ที่ท าให้ 

1 2 1 2( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )       GG G L
V

V V V V  

ส าหรับ 1 2 2, V V X  และ *[0, ]  T  
ถ้า 

* ** 1 * *

min *

* *

(1 ) ( )
1

( ) ( )

    

 

 
   

 
GL

V

T

M M
   (3.26) 

แล้ว แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11)  มีค าตอบเดียว  

พิสูจน์  ให้ *

2G  เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบที่ซึ่ง 
*

*

2
[0, ]

sup ( ,0)





  G G
T

, 
*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

,  

**
[0, ]
inf { ( )}


  




T
 และ 

*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

  ก าหนดให้เซตนูนปิดที่มีขอบเขต 

 
2 2

2 2:r r  D
X

V X V   โดยที่  
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* *

2

* *

* 1 * *
*min *

0 2* *

2 * 1 * *

min *

* *

(1 ) ( )

( ) ( )

(1 ) ( )
1

( ) ( )

r

 

 

   

 

   

 





 
   
 

 
   
 

G

G

L
V

X

T
V

M M

T

M M

 

ส าหรับการพิสูจน์จะถูกแบ่งออกทเป็น 2 ขั้นตอน ดังนี้ 
ขั้นตอนที่ 1 จะแสดงว่า 

2 22 r rQ D D   
ส าหรับแต่ละ 

2r
DV  จะได้ 

( ) 1
( ) 1

2 0
0

( ) 1

0

( ) 1

0

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( )( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( ,0) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( , ( )) ( ,0) ( , ( ))

( ( ))

s s s ds

s s s s s s

 


 

 


 

        
  

   

    
    

 

   

 









  


     

    





Q G G

G G G

G G G

V V V V
M M

V V V
M

V V
M

*

2

* *

2

* 1 * *
* ( ) 1 *min *

0 2 2 2 2* * 0

* 1 * *
*min *

0 2 2* *

(1 )

( ) ( )

(1 ) ( )

( ) ( )

ds

r s ds r

r




 

 

    

 

   

 







          

 
        

 

G G

G

L G L G

L G

V V

V

X

X

V
M M

T
V

M M

 

ท าให้ได้ว่า 
2 22 r rQ D D  

ขั้นตอนที่ 2  จะแสดงว่า ตัวด าเนินการ 2Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว 
ให้ 

21 2, rDV V  และ *[0, ]  T  จะได้ 

* *

2

( ) 1

2 1 2 2 1 2

( ) 1

1 2
0

* 1 * *

min *
1 2* *

( ) (1 ( ))
( )( ) ( )( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

(1 ) ( )

( ) ( )

s s s s s ds

 


 

 

    
     

 

   

 

   

 








  

 

 
    
 



G

Q Q G G

G G

L
V X

V V V V
M

V V
M

T
V V

M M

 

ซึ่งจะได้ 
* *

2 2

* 1 * *

min *
2 1 2 2 1 2* *

(1 ) ( )

( ) ( )

    

 

 
     

 
GQ Q L

VX X

T
V V V V

M M
 

เนื่องจาก 
* ** 1 * *

min *

* *

(1 ) ( )
1

( ) ( )

    

 

 
   

 
GL

V

T

M M
 และจากหลักการหดตัวของบานาค (ทฤษฎีบท 

2.2.1) จะได้ 2Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว ฉะนั้น จากทฤษฎีบทจุดตรึงบานาคยืนยันว่าตัว
ด าเนินการ 2Q  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวที่ซึ่งเป็นค าตอบเพียงค าตอบเดียวของแบบจ าลอง (3.11)   
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สุดท้ายนี้  จะ เพ่ือพิสูจน์ ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงหนึ่งเดียวของค าตอบส าหรับ
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) ในท านองเดียวกัน 

 
ทฤษฎีบท 3.2 ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงและมีเพียงค าตอบเดียวของ (3.18) 
 สมมติให้ 3G X  ที่สอดคล้องกับ 

3( )A  จะมีค่าคงที่ 1GL
W

 ที่ท าให้ 

1 2 1 2( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )       GG G L
W

W W W W  

ส าหรับ 1 2 3, W W X  และ *[0, ]  T  
ถ้า 

* * ** * 1 * * * * 1 *

* * * *

( ) (1 ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

      

   

    
     

GL
W

T T

AB AB
  (3.26) 

แล้ว แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18)  มีค าตอบเดียว  

พิสูจน์  ให้ *

3G  เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบที่ซึ่ง 
*

*

3
[0, ]

sup ( ,0)





  G G
T

, 
*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

,  

**
[0, ]
inf { ( )}


  




T
 และ 

*

*

[0, ]

sup { ( )}


  



T

  ก าหนดให้เซตนูนปิดที่มีขอบเขต 

 
3 3

3 3:r r  D
X

W X W   โดยที่  
* *

* 1

3

* *

* 1

*
* * * 1 *

*
min

0 * * * *

3 *
* * * 1 *

*
min

* * * *

(1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

r





 

 

     

   

     

   





 

 

  
  
  
 

  
  
  
 

GL
W

X

T
W

AB AB

T

AB AB

 

ส าหรับการพิสูจน์จะถูกแบ่งออกทเป็น 2 ขั้นตอน ดังนี้ 
ขั้นตอนที่ 1 จะแสดงว่า 

3 33 r rQ D D   
ส าหรับแต่ละ 

3r
DW  จะได้ 
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( ) 1

3 0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1

0

( ) 1

0

( ) (1 ( ))
( )( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( ,0) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
(

( ( )) ( ( ))

[ ]
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ท าให้ได้ว่า 

3 33 r rQ D D  
ขั้นตอนที่ 2  จะแสดงว่า ตัวด าเนินการ 3Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว 

ให้ 
31 2, rDW W  และ *[0, ]  T  จะได้ 



22 
 

* *

* 1

3 1 3 2

( ) 1

1 2

( ) 1 ( ) 1

1 2
0

*
* * * 1 *

*
min

* * * *

( )( ) ( )( )

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

(1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s s s s ds



 


   

 

 

    
   

 

   


   

     

   





 

 




 

  


  
 
  
 



Q Q

G G

G G

W W

W W
AB

W W
AB

T

AB AB 3
1 2

 
 GL

W X
W W

 

ซึ่งจะได้ 
* *

* 1

3 3

*
* * * 1 *

*
min

3 1 3 2 1 2* * * *

(1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )


      

   


   

    
  
 

GQ Q L
WX X

T
W W W W

AB AB
 

เนื่องจาก 
* * ** * 1 * * * * 1 *

* * * *

( ) (1 ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

      

   

    
     

GL
W

T T

AB AB
 และจากหลักการหดตัวของ

บานาค (ทฤษฎีบท 2.2.1) จะได้ 3Q  เป็นตัวด าเนินการแบบหดตัว ฉะนั้น จากทฤษฎีบทจุดตรึงบานาค
ยืนยันว่าตัวด าเนินการ 3Q  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวที่ซึ่งเป็นค าตอบเพียงค าตอบเดียวของแบบจ าลอง 
(3.18)             

 


