
บทท่ี  4 
ผลการวิจัย 

 
ในบทนี้ เราจะวิเคราะห์เงื่อนไขเพียงพอส าหรับความมีเสถียรภาพอูแลมประเภทต่าง ๆ ของ

ค าตอบส าหรับแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4), (3.11) และ (3.18) 
ให้ 0, ,     

U V WG G G  เป็ นค่าคงที่ และฟังก์ชัน *, , ([0, ], )
U V W

TG G GP P P C พิจารณา
อสมการต่อไปนี้ 
                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( ))   

     
U

FFP U UD GG            (4.1) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , )  ( )   

     
V

FFP V VD GG           (4.2) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , )  ( )   

     
W

FFP W WD GG            (4.3) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

      
U U

FFP U UD G GG P           (4.4) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )    

      
V V

FFP V VD G GG P          (4.5) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )    

      
W W

FFP W WD G GG P           (4.6) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )    

     
U

FFP U UD GG P            (4.7) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )    

     
V

FFP V VD GG P           (4.8) 

                   ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

     
W

FFP W WD GG P           (4.9) 

โดยที่ *[0, ], max( ) , max( )
j j

T T      
U U V V

T G G G G     และ max( )
j

T 
W WG G  ส าหรับ 

  1,  2,  3j   
 
นิยาม 4.1 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ ถ้ามีค่าคงที่ 0 

UG ที่
ส าหรับ 0 

UG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 1U X  ของ (4.1) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.5) โดยที่ 
( ) ( ) ,   

U UU U G G     (4.10) 
เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.

i

T i   
U UG G  

 
นิยาม 4.2 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ ถ้ามีค่าคงที่ 0 

WG

ที่ส าหรับ 0 
VG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 2V X  ของ (4.2) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.12) 

โดยที่ 
( ) ( ) ,   

V VV V G G     (4.11) 
เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.

i

T i   
V VG G  
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นิยาม 4.3 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ ถ้ามีค่าคงที่ 0 

WG  
ทีส่ าหรับ 0 

WG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 3W X  ของ (4.3) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.19) 
โดยที่ 

( ) ( ) ,   
W WW W G G     (4.12) 

เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i   
W WG G  

 
นิยาม 4.4 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป ถ้ามีฟังก์ชัน 

*([0, ], )
U

TGP C  โดยที่ (0) 0
UGP  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

UG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 

1U X  ของ (4.4) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.5) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

U UU U G GP     (4.13) 
เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.

i

T i 
U UG GP P  

 
นิยาม 4.5 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป ถ้ามีฟังก์ชัน 

*([0, ], )
V

TGP C โดยที่ (0) 0
VGP  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

VG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 

2V X  ของ (4.5) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.12) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

V VV V G GP     (4.14) 
เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.

i

T i 
V VG GP P  

 
นิยาม 4.6 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป ถ้ามีฟังก์ชัน 

*([0, ], )
W

TGP C โดยที่ (0) 0
WGP  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

WG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 

3W X  ของ (4.6) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.19) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

W WW W G GP     (4.15) 
เมื่อ *[0, ]  T  และ max( ) , 1,2,3.

i

T i 
W WG GP P  

 
 

นิยาม 4.7 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส เทียบกับ 

*([0, ], )
U

TGP C   ถ้ามีค่าคงที่ 0 
UG  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

UG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 

1U X  ของ (4.4) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.5) โดยที่ 
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                 ( ) ( ) ( ),    
U U UU U G G GP     (4.16) 

เมื่อ *[0, ], max( ) ,
i

T    
U U

T G G  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i 
U UG GP P  

 
นิยาม 4.8 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส เทียบกับ  

*([0, ], )
V

TGP C   ถ้ามีค่าคงที่ 0 
VG  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

VG  และส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 

2V X  ของ (4.5) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.12) โดยที่ 
                ( ) ( ) ( ),    

V V VV V G G GP     (4.17) 
เมื่อ *[0, ], max( )

i

T    
V V

T G G  และ max( ) , 1,2,3
i

T i 
V VG GP P  

 
นิยาม 4.9 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส เทียบกับ 

*([0, ], )
W

TGP C    ถ้ามีค่าคงที่ 0 
WG  ที่ท าให้ส าหรับ 0 

WG  และส าหรับทุก ๆ 
ค าตอบ 3W X  ของ (4.6) จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.19) โดยที่ 

( ) ( ) ( ),    
W W WW W G G GP     (4.18) 

เมื่อ *[0, ], max( )
i

T    
W W

T G G  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i 
W WG GP P  

 
นิยาม 4.10 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป เทียบกับ 

*([0, ], )
U

TGP C  ถ้ามีค่าคงที่ 0 
UG  ที่ท าให้ส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 1U X  ของ (4.7) 

จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.5) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

U UU U G GP     (4.19) 
เมื่อ *[0, ], max( )

i

T    
U U

T G G  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i 
U UG GP P  

 
นิยาม 4.11 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป เทียบ 

*([0, ], )
V

TGP C  ถ้ามีค่าคงที่ 0 
VG  ที่ท าให้ส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 2V X  ของ (4.8) 

จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.12) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

V VV V G GP     (4.20) 
เมื่อ *[0, ], max( )

i

T    
V V

T G G  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i 
V VG GP P  

 
นิยาม 4.12 
แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป เทียบ 
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*([0, ], )
W

TGP C ถ้ามีค่าคงที่ 0 
WG  ที่ท าให้ส าหรับทุก ๆ ค าตอบ 3W X  ของ (4.9) 

จะมีค าตอบหนึ่งของ (3.19) โดยที่ 
( ) ( ) ( ),   

W WW W G GP     (4.21) 
เมื่อ *[0, ], max( )

i

T    
W W

T G G  และ max( ) , 1,2,3.
i

T i 
W WG GP P  

 
บทแทรก 4.1 
   1 2 3, ,  U V WX X X  เป็นค าตอบของ (4.1), (4.2) และ (4.3) ตามล าดับ ก็ต่อเมื่อ มี 

1 2 3, ,    U V WX X X โดยที่ (0) 0, (0) 0, (0) 0    U V W ที่สอดคล้องกับ
คุณสมบัติต่อไปนี้ 
( 1B )    ( ) $,  

UU G     โดยที่   max( ) , ( 1,2,3),
i

T i  U U    ส าหรับ 0 
UG     และ

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ).   

      FFP

UU UD G  
( 2B )   ( )  

VV G     โดยที่   max( ) ,( 1,2,3),
i

T i  V V    ส าหรับ 0, 
VG     และ

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

      FFE

VV VD G  
( 3B )   ( )  

WW G     โดยที่   max( ) ,( 1,2,3),
i

T i  W W    ส าหรับ 0 
WG     และ

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ).   

      FFM

WW WD G  
 

บทแทรก 4.2 
   1 2 3, ,  U V WX X X     เป็นค าตอบของ (4.4), (4.5) และ (4.6) ตามล าดับ ก็ต่อเมื่อ 
มี 1 2 3, ,    U V WX X X ที่สอดคล้องกับคุณสมบัติต่อไปนี้ 
( 1C )    ( ) ( ), max( ) , max( )

i i

T T       
U U U UU U UG G G GP P P      

ส าหรับ 1,2,3i   และ ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

      FFP

UU UD G  
( 2C )   ( ) ( ), max( ) , max( )

i i

T T       
V V V VV V VG G G GP P P      

ส าหรับ 1,2,3i   และ ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

      FFE

VV VD G      
( 3C )   ( ) ( ), max( ) , max( )

i i

T T       
W W W WW W WG G G GP P P      

ส าหรับ 1,2,3i   และ ( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( )   

      FFM

WW WD G      

4.1 ทฤษฎีบทความมีเสถียรภาพของค าตอบประเภทอูแลม-ไฮเออร์ของแบบจ าลอง 
-VOFF BEP  (3.4), (3.11) และ (3.18) 

ทฤษฎีบท 4.1 
  ให้  1U X    เป็นค าตอบของ (4.1)  แล้ว 

* ** * 1 *

* *

( ) ( )
( ) ( )

( )

  
  

 

  
 

 
GG

U UU

T    (4.22) 

โดยที่    
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0

( ) 1 ( ) 1

0

( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

s ss s s s ds


  
 

 

   
 G G

U U U   (4.23) 

พิสูจน์ ให้  U  เป็นค าตอบของ (4.1)  
จากเงื่อนไข ( 1B ) จากบทแทรก 4.1 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

       


 

GFFP

U U U

U U

D
    (4.24) 

ดังนั้น ค าตอบของ (4.24) สามารถเขียนได้ในรูป 

0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( ) .

( ( ))

s s

s s

s s s s ds

s s s ds


 


 

 
 

 

 
 

 

 

 

  


 






GU U U

U

  (4.25) 

ท าให้ได้   
* ** * 1 *

( ) 1 ( ) 1

* *0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( )

s ss s s ds
 


    

    
   

 
  

   
   GG

U UU U

T  

ซึ่งเป็นสมการ (4.23) ดังต้องการ 
 

 
ทฤษฎีบท 4.2 
  ถ้า ( 1A ) และทฤษฎีบท 4.1 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์   
 
พิสูจน์ ให้  GU

  และ  U   เป็นค าตอบของ (4.1)  
 
 
 
 
สมมุติให้  1U X   เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง แล้วจะได้ 

0

* *

( ) 1 ( ) 1

0
0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

* * 1 *

* *

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )

( )

s s

s s

s s

s s s s ds

s s s s ds

s s s s s s ds


 


 


 

 

 
   

 

 
 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

    


   


  





 







G

G

G G

U U

U U U

U

U U U

U

T
( ) ( )( )   G GL

U U U U

 

โดยการเลือกค่าคงที่  



28 
 

* *

* *

* * 1 *

* *

* * 1 *

* *

( ) ( )

( )
:

( ) ( )
1

( )

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 




 

G

GL
U

U

T

T
 

ท าให้ได้ ( ) ( )   G GU UU U  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพ
แบบอูแลม-ไฮเออร์ 

 
 

บทแทรก 4.3 
โดยการเลือกฟังก์ชัน ( )  G G GP

U U U
  โดยที่  (0) 0GP

U
  ในทฤษฎีบท 4.2 จะได้ว่า 

แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป 
 
ทฤษฎีบท 4.3 
  ให้  2V X   เป็นค าตอบของ (4.2)  แล้ว 

* *

( ) 1

0

* 1 * *

min *

* *

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

(1 ) ( )

( ) ( )

s s s ds


 

 

   
 

 

   


 





 

 
   
 



G

G G
V

V

V V
M

T

M M

  (4.26) 

โดยที่ 

0

( ) 1( ) (1 ( ))
( ) ( , ( ))

( ( ))

     
  

 

 
 G G

V V V
M

   (4.27) 

 
พิสูจน์ ให้  V  เป็นค าตอบของ (4.2)  
 
จากเงื่อนไข ( 2B ) จากบทแทรก 4.1 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

       


 

GFFE

V V V

V V

D
    (4.28) 

ดังนั้น ค าตอบของ (4.28) สามารถเขียนได้ในรูป 

0

( ) 1
( ) 1

0

( ) 1
( ) 1

0

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

s s s ds

s s ds

 


 

 


 

        
  

   

        
  

   








  


 





G GV V V V

V V

M M

M M

 

ท าให้ได้   
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*

* 1

( ) 1

0

( ) 1
( ) 1

0

*
* *

*
min

* *

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

(1 ) ( )

( ) ( )

s s s ds

s s ds




 

 


 



   
 

 

        
  

   

   


 








 


 

 
  
 
 





G

G G
V

V

V V

V V

M

M M

T

M M

 

ซึ่งเป็นสมการ (4.27) ดังต้องการ  
 

 
ทฤษฎีบท 4.4 
  ถ้า ( 2A ) และทฤษฎีบท 4.3 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์   
พิสูจน์ ให้  GV

  และ  V   เป็นค าตอบของ (4.2)  
สมมุติให้   2V X    เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง แล้วจะได้ 

( ) 1
( ) 1

0
0

( ) 1

0

( ) 1

( ) ( )

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )

s s s ds

s s s ds

 


 


 

 

 

        
  

   

   
 

 

    
   

 

   











   

  


 





V

V

U

V V

V

V

V V V
M M

M

V
M

M

G G

G G

G G

( ) 1

0
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))
s s s s s ds


 

 

  V VG G

 

*

* 1

*
* *

*
min

* *

(1 ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

   
    

 


 
     
 
 

V VV V

T
V V

M M
G GL  

โดยการเลือกค่าคงที่  
*

* 1

*

* 1

*
* *

*
min

* *

*
* *

*
min

* *

(1 ) ( )

( ) ( )
:

(1 ) ( )
1

( ) ( )









   

 

   

 








 
 
  
 
 

G

GL

V

V

T

M M

T

M M

 

ท าให้ได้ ( ) ( )   G GV VV V  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ 

 
 



30 
 

บทแทรก 4.4 
โดยการเลือกฟังก์ชัน ( )  G G GP

V V V
  โดยที่  (0) 0GP

V
  ในทฤษฎีบท 4.4 จะได้ว่า 

แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป 
 
ทฤษฎีบท 4.5 
  ให้  3W X    เป็นค าตอบของ (4.3)  แล้ว 

* *

* 1

( ) 1 ( ) 1

0

*
* * * 1 *

*
min

* * * *

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

(1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s s ds




   

 

   
  

   

     


   



 

 

  


  
  
  
 



G

G G
W

W

W W
AB

T

AB AB

 (4.29) 

โดยที่    

0

( ) 1( ) (1 ( ))
( ) ( , ( ))

( ( ))

     
  

 

 
 G G

W W W
AB

   (4.30) 

พิสูจน์ ให้  W  เป็นค าตอบของ (4.3)  
จากเงื่อนไข ( 3B ) จากบทแทรก 4.1 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

       


 

GFFM

W W W

W W

D
   (4.31) 

 
 
 

ดังนั้น ค าตอบของ (4.31) สามารถเขียนได้ในรูป 

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) (1 ( ))
( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( ))
( )

( ( ))

( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

s s s s ds

s s s ds

 


   

 


   

    
  

 

   


   

    
 

 

   
 

   



 



 


 

 





 






G

G

W W W

W

W

W

AB

AB

AB

AB

 

ท าให้ได้ 
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* *

* 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1
( ) 1 ( ) 1

0

*
* * * 1 *

*
min

*

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( ( ))

(1 ) ( ) ( )

( )

s s s s ds

s s s ds




   

 


   

 

   
  

   

        
   

     

     





 


 

 

  



  



 
 





WW W

W W

AB

AB AB

T

AB AB

G G

* * *( ) ( )


  

 
 
  
 

WG

 

ซึ่งเป็นสมการ (4.30) ดังต้องการ  
 

 
ทฤษฎีบท 4.6 
  ถ้า ( 3A ) และทฤษฎีบท 4.5 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์   
พิสูจน์ ให้  GW

  และ  W   เป็นค าตอบของ (4.3)  
สมมุติให้  3W X   เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง แล้วจะได้ 

( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) ( )

( ) (1 ( ))
( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))
s s s s ds

 


   

 

    
  

 

   


   



 




  

 
 

W

W

W

W W
AB

W
AB

G

G

 

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

*

m

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

s s s s ds

s s s s s s ds


   

 


   

 

   
  

   

    
   

 

   


   

 

 



 



   



 

  








W

W

W W

W

W

W

AB

W
AB

W
AB

G G

G G

G G

* * *1 * * * 1 *

in *

* * * *

(1 ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

     
  

   

    
      

W W W

T
W

AB AB
G GL

 

โดยการเลือกค่าคงที่  
* * *

* * *

* 1 * * * 1 *

min *

* * * *

* 1 * * * 1 *

min *

* * * *

(1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
:

(1 ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

  

  

     

   

     

   

  

  

 


 
 

  
     

G

GL

W

W

T

AB AB

T

AB AB
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ท าให้ได้ ( ) ( )   G GW WW W  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ 

 
บทแทรก 4.5 
โดยการเลือกฟังก์ชัน ( )  G G GP

W W W
  โดยที่  (0) 0GP

W
  ในทฤษฎีบท 4.6 จะได้ว่า 

แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์ทั่วไป 
 
4.2 ทฤษฎีบทความมีเสถียรภาพของค าตอบประเภทอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสของ

แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4), (3.11) และ (3.18) 
ต่อไปจะให้เงื่อนไขท่ีใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทในหัวข้อนี้ 

( 1D ) ส าหรับ  *[0, ]  T   จะมีฟังก์ชันเพิ่ม  1GP
U

X   และ  0 GU
 โดยที่ 

( ), ( )

0 ( ) ( )t t

t

    G G GI P P
U U U

FFP     4.31) 
( 2D ) ส าหรับ  *[0, ]  T   จะมีฟังก์ชันเพิ่ม  2GP

V
X   และ  0 GV

 โดยที่ 
( ), ( )

0 ( ) ( )t t

t

    G G GI P P
V V V

FFE     (4.32) 
( 3D ) ส าหรับ  *[0, ]  T   จะมีฟังก์ชันเพิ่ม  3GP

W
X   และ  0 GW

 โดยที่ 
( ), ( )

0 ( ) ( )t t

t

    G G GI P P
W W W

FFM     (4.33) 
 
 

ทฤษฎีบท 4.7 
  ให้  1U X   เป็นค าตอบของ (4.7)  แล้ว 

( ) ( ) ( )      G G GG P
U U U UU     (4.34) 

โดยที่  ( )G
U

  ถูกก าหนดโดย (4.23) 
พิสูจน์  ให้  U   เป็นค าตอบของ (4.7)  
โดยเงื่อนไข ( 1C ) จากบทแทรก 4.2 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

     




 

 

GFFP

U U U

U U

D
   (4.35) 

ดังนั้นจะได้ค าตอบของ (4.35) คือ 

0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( )

( ( ))

s s

s s

s s s s ds

s s s ds


 


 

 
 

 

 
 

 

 

 

  


 






GU U U

U

 

ท าให้ได้ 
( ) 1 ( ) 1

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))

s ss s s ds


  
      

 

    
  G G GG P

U U U UU U  
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ซึ่งเป็นสมการ (4.34) ดังต้องการ 
 

 
ทฤษฎีบท 4.8 
  ถ้า ( 1A ), ( 1D ) และทฤษฎีบท 4.7 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส 
พิสูจน์ ให้  GU

  และ  U   เป็นค าตอบของ (4.7)  
สมมุติให้   1U X    เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง และโดยเงื่อนไข ( 1A ), ( 1D ) และ
ทฤษฎีบท 4.7  จะได้ 

0

* *

( ) 1 ( ) 1

0
0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

* * 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( )
( )

s s

s s

s s

s s s s ds

s s s s ds

s s s s s s ds


 


 


 

 

 
   

 

 
 

 

 


 


  

 

 

 

 

    


   


  


 







G G G

G

G

G G

P
U U U

U U

U U U

U

U U U

U

T *

* *

( )
( ) ( )

( )


 

 




 
GL

U U U

 

โดยการเลือกค่าคงที่  

* ** * 1 *

* *

:
( ) ( )

1
( )

 



 

 

 
 




 

G

G

GL

U

U

U

T
 

ท าให้ได้ ( ) ( ) ( )    G G GP
U U UU U  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความ

เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส  
 

 
บทแทรก 4.6 
โดยการแทน 1 GU

 ใน ( ) ( ) ( )    G G GP
U U UU U  ดังที่แสดงในทฤษฎีบท 4.8 จะได้

ว่า แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป 
 
ทฤษฎีบท 4.9 
  ให้  2V X    เป็นค าตอบของ (4.8)  แล้ว 

( ) 1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( )) ( )

( ( ))
s s s ds


    

    
 

   G G GG G P
V V V VV V

M
 (4.36) 

โดยที่  ( )G
V

  ถูกก าหนดโดย (4.27) 
พิสูจน์  ให้  V   เป็นค าตอบของ (4.8)  
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โดยเงื่อนไข ( 2C ) จากบทแทรก 4.2 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

     




 

 

GFFE

V V V

V V

D
   (4.37) 

ดังนั้นจะได้ค าตอบของ (4.37) คือ 

0

( ) 1
( ) 1

0

( ) 1
( ) 1

0

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

s s s ds

s s ds

 


 

 


 

        
  

   

        
  

   








  


 





G GV V V V

V V

M M

M M

 

ท าให้ได้ 
( ) 1

0

( ) 1
( ) 1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( )

s s s ds

s s ds


 

 


 

   
 

 

        
  

   

  






 


 







G G G

G G

P

V

V V V

V V

V V

M

M M
 

ซึ่งเป็นสมการ (4.36) ดังต้องการ         
ทฤษฎีบท 4.10 
  ถ้า ( 2A ), ( 2D ) และทฤษฎีบท 4.9 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส 
พิสูจน์ ให้   GV

  และ  V   เป็นค าตอบของ (4.8)  
สมมุติให้  2V X   เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง และโดยเงื่อนไข ( 2A ), ( 2D ) และ
ทฤษฎีบท 4.9 จะได้ 

( ) 1
( ) 1

0
0

( ) 1

0

( ) 1

( ) ( )

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) ( )
( ) ( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) (1 ( ))
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )

s s s ds

s s s ds

 


 


 

 

 

        
  

   

   
 

 

    
   

 

   











   

  


 







G G

G G

G G

V

V

V

V V

V

V

V V V
M M

M

V
M

M

*

* 1

( ) 1

0

*
* *

*
min

* *

( , ( )) ( , ( ))
( ( ))

(1 ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

s s s s s ds




 



 

   
    

 



 

 
    
 
 



G G G G

G G

P L
V V V V

V

V

V

T
V

M M

 

โดยการเลือกค่าคงที่  
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* ** 1 * *

min *

* *

:
(1 ) ( )

1
( ) ( )

 



   

 


 

 
   
 

G

G

GL

V

V

V

T

M M

 

ท าให้ได้ ( ) ( ) ( )    G G GP
V V VV V  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความ

เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส 
 

 
บทแทรก 4.7 
โดยการแทน 1 GV

 ใน ( ) ( ) ( )    G G GP
V V VV V  ดังที่แสดงในทฤษฎีบท 4.10 จะได้

ว่า แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.11) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 4.11 
  ให้  3W X    เป็นค าตอบของ (4.9)  แล้ว 

( ) ( ) ( )      G G GG P
W W W WW      (4.38) 

โดยที่  ( )G
W

  ถูกก าหนดโดย (4.30) 
พิสูจน์  ให้  W   เป็นค าตอบของ (4.9)  
โดยเงื่อนไข ( 3C ) จากบทแทรก 4.2 จะได้ 

0

( ), ( )

0 ( ) ( , ( )) ( ),

(0) 0

   

       


 

GFFM

W W W

W W

D
   (4.39) 

ดังนั้นจะได้ค าตอบของ (4.39) คือ 

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) (1 ( ))
( ) ( , ( )).

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( ))
( )

( ( ))

( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

s s s s ds

s s s ds
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W W W

W

W

W

AB

AB

AB

AB

 

ท าให้ได้ 
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( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1
( ) 1 ( ) 1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

s s s s ds

s s s ds


   

 


   

   
  

   

        
   

     

  

 


 

  



  









G G G

G G

P

W

W W W

W W

W W

AB

AB AB
 

ซึ่งเป็นสมการ (4.38) ดังต้องการ 
 

 
ทฤษฎีบท 4.12 
  ถ้า ( 3A ), ( 3D ) และทฤษฎีบท 4.11 เป็นจริง แล้วแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความ
เสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส 
พิสูจน์ ให้   GW

  และ  W   เป็นค าตอบของ (4.9)  
 
 
สมมุติให้  3W X   เป็นค าตอบเพียงหนึ่งเดียวของแบบจ าลอง และโดยเงื่อนไข ( 3A ), ( 3D ) และ
ทฤษฎีบท 4.11 จะได้ 

0

( ) 1

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1 ( ) 1

0

( ) 1

( ) ( )

( ) (1 ( ))
( ) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) (1

s s s s ds

s s s s ds
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G

G G
W

W

W W W

W

W W

W

AB

AB

AB

* *

* 1

( ) 1 ( ) 1

0

*
* * * 1 *

*
min

* * * *

( ))
( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

( ) ( )
( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( ))

(1 ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s s s s ds




   

 

 
   

 

   


   

     
    

   



 

 



  


  
    
  
 



G G G G

G G

G G

P L
W W W W

W

W

W

W
AB

W
AB

T
W

AB AB  
โดยการเลือกค่าคงที่  

* * ** 1 * * * 1 *

min *

* * * *

:
(1 ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

  



     

   

  
 

  
     

G

G

GL

W

W

W

T

AB AB
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ท าให้ได้ ( ) ( ) ( )    G G GP
W W WW W  ดังนั้นแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมี

ความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียส 
 

 
บทแทรก 4.8 
โดยการแทน 1 GW

 ใน ( ) ( ) ( )    G G GP
W W WW W  ดังที่แสดงในทฤษฎีบท 4.12 จะ

ได้ว่า แบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.18) จะมีความเสถียรภาพแบบอูแลม-ไฮเออร์-รัซเซียสทั่วไป 
 
4.3 ค าตอบเชิงตัวเลขของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เศษส่วน -VOFF BEP  (3.4), 

(3.11) และ (3.18) 
ในหัวข้อนี้ เราได้ใช้วิธีลากรานจ์แบบแยกส่วน (Lagrangian piece-wise interpolation) ใน 

การหาค าตอบเชิงตัวเลขส าหรับแบบจ าลอง -VOFF BEP  (3.4), (3.11) และ (3.18) 
 
4.3.1 แบบจ าลอง -VOFF BEP ภายใต้เคอร์แนลเป็นกฎยกก าลัง 
ใช้ตัวด าเนินการปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.7) ในสมการ (3.7) ทั้งสองข้างของสมการ จะได้ 

* * ( ) 1 ( ) 1 * * *

0 1
0

( )
( ) ( ) ( , , , ) ,

( ( ))
s s s ds


    

 
 

   
 S S S B EG   (4.40) 

* * ( ) 1 ( ) 1 * * *

0 2
0

( )
( ) ( ) ( , , , ) ,

( ( ))
s s s ds


    

 
 

   
 B B S B EG   (4.41) 

* * ( ) 1 ( ) 1 * * *

0 3
0

( )
( ) ( ) ( , , , ) ,

( ( ))
s s s ds


    

 
 

   
 E E S B EG   (4.42) 

โดยที่ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดยสมการ (3.1) - (3.3) ตามล าดับ และจะได้สูตรการประมาณ
ค่าเชิงตัวเลข ที่  1n     ดังนี้ 

1
1 1( ) 1 ( ) 1* * * * *

1 0 1 1
0

( )
( ) ( , , , ) ,

( ( ))

n
n nn

n n n n n

n

s s s ds


    


 


  

  


 S S S B EG  (4.43) 

1
1 1( ) 1 ( ) 1* * * * *

1 0 1 2
0

( )
( ) ( , , , ) ,

( ( ))

n
n nn

n n n n n

n

s s s ds


    


 


  

  


 B B S B EG  (4.44) 
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n
n nn

n n n n n

n

s s s ds


    


 


  

   
 E E S B EG   (4.45) 

ดังนั้นจะได้ รูปแบบการประมาณค่าเชิงตัวเลข คือ 
1

1 1( ) 1 ( ) 1* * * * *
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s s s ds
    



 


 


  

 



  


S S S B EG  (4.46) 

1
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j
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n
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B B S B EG  (4.47) 

1
1 1( ) 1 ( ) 1* * * * *
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( ) ( , , , ) .
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j
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j

n
n

n j j j j
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s s s ds
    



 


 


  

 



  


E E S B EG  (4.48) 
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เราใช้วิธีลากรานจ์แบบแยกส่วนในช่วง 1[ , ]n n    ในการประมาณค่าเคอร์แนลข้างในอินทิกรัล 
ดังต่อไปนี้ 

1( ) 1 ( ) 11 1* * * * * *

1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( , , , ) ( , , , ),j jj j

j j j j j j j j j

j j j j

s s
s s s

    
 

   
  

   

 

 
 

 

S S B E S B EP G G (4.49) 
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B S B E S B EP G G (4.50) 
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j j j j j j j j j

j j j j

s s
s s s

    
 

   
  

   

 

 
 

 

E S B E S B EP G G (4.51) 

แทนสมการ (4.49) - (4.51)  ในสมการ (4.46) - (4.48) จะได้ 
1

1( ) 1* *

1 0 1

1

( )
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j
j

j

n
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n j j
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s s ds
  



 


 


 

 



  



SS S P   (4.52) 

1
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n
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BB B P    (4.53) 

1
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j
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j

n
n

n j j

jn

s s
  



 


 


 

 



  



EE E P    (4.54) 

รูปแบบเชิงตัวเลขต่อไปนี้ท าได้โดยการค านวณด้านขวาของตัวปริพันธ์ (4.52) - (4.54) เราได้สูตร
ต่อไปนี้ 
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S S S B E

S B E

G

G

 (4.55) 
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B B S B E

S B E

G

G

 (4.56) 
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n
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j j j j j
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E E S B E

S B E

G

G

 (4.57) 

โดยที่ 
( ) ( )

1( , ) ( 1 ) ( 2 ( )) ( ) ( 2 2 ( )),j j

j jn j n j n j n j n j
   

                (4.58) 
1 1( ) 1 ( )

2 1( , ) ( 1 ) ( ) ( 1 ( )).j j

jn j n j n j n j
   

  

               (4.59) 
 

4.3.2 แบบจ าลอง -VOFF BEP ภายใต้เคอร์แนลเป็นเลขชี้ก าลังแบบถดถอย 
ใช้ตัวด าเนินการปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.8) ในสมการ (3.14) ทั้งสองข้างของสมการ จะได้ 
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( ) 1
* * * * *

0 1

( ) 1 * * *

1
0

( ) (1 ( ))
( ) ( , , , )

( ( ))

( ) ( )
( , , , ) ,

( ( ))
s s ds

 


 

    
 

 

   

 






 

 

S S S B E
M

S B E
M

G

G

   (4.60) 

( ) 1
* * * * *

0 2

( ) 1 * * *

2
0

( ) (1 ( ))
( ) ( , , , )

( ( ))

( ) ( )
( , , , ) ,

( ( ))
s s ds

 


 

    
 

 

   

 






 

 

B B S B E
M

S B E
M

G

G

   (4.61) 

( ) 1
* * * * *

0 3

( ) 1 * * *

3
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( ) (1 ( ))
( ) ( , , , )

( ( ))

( ) ( )
( , , , ) ,

( ( ))
s s ds

 


 

    
 

 

   

 






 

 

E E S B E
M

S B E
M

G

G

   (4.62) 

โดยที่ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดยสมการ (3.1) - (3.3) ตามล าดับ และจะได้สูตรการประมาณ
ค่าเชิงตัวเลข ที่  1n    ดังนี้ 

1
1

( ) 1
* * * * *

1 0 1

( ) 1 * * *

1
0

( ) (1 ( ))
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S S S B E
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G
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  (4.63) 

1
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2
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B B S B E
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S B E
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G

G

  (4.64) 

1
1

( ) 1
* * * * *
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3
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E E S B E
M

S B E
M

G

G

  (4.65) 

ดังนั้นจะได้ รูปแบบการประมาณค่าเชิงตัวเลข คือ 

1
1

( ) 1
* * * * *

1 0 1
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S S S B E
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  (4.66) 
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  (4.67) 



40 
 

1
1
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1
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E E S B E
M

S B E
M

G

G

  (4.68) 

เราใช้วิธีลากรานจ์แบบแยกส่วน จะได้รูปแบบเชิงตัวเลข ดังต่อไปนี้ 
( ) 1

* * * * *

1 0 1

* * * * * *
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S S S B E
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 (4.69) 
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 (4.70) 
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E E S B E
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 (4.71) 

โดยที่ 

 1 1( ) ( )

1 1 1 1 1

1

1 1

( ) ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( )( ( 1))( ) ( ( ))

n n

n n j n j j n j

n n n
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  M
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( )( ( 1))( ) ( ( ))
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M
 

 
4.3.3 แบบจ าลอง -VOFF BEP  ภายใต้เคอร์แนลฟังก์ชันมิตแทก-เลฟเฟลอร์ 
ใช้ตัวด าเนินการปริพันธ์แฟร็กทัล-เศษส่วน (2.9) ในสมการ (3.21) ทั้งสองข้างของสมการ จะได้ 
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S S S B E
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 (4.72) 
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B B S B E
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 (4.73) 
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( ) 1
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 (4.74) 

โดยที่ * * *( , , , )i  S B EG  ถูกก าหนดโดยสมการ (  ) - (  ) ตามล าดับ และจะได้สูตรการประมาณค่า
เชิงตัวเลข ที่  1n     ดังนี้ 

1
1 1

( ) 1
* * * * *

1 0 1

( ) 1 ( ) 1 * * *

1 1
0

( ) (1 ( )) ( ) ( )
( , , , )

( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( , , , ) ,

n

n
n n

n n n n n
n n n n n

n n n

n n n ns s s ds
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(4.77) 

ดังนั้นจะได้ รูปแบบการประมาณค่าเชิงตัวเลข คือ 
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(4.79) 
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(4.80) 

เราใช้วิธีลากรานจ์แบบแยกส่วน จะได้รูปแบบเชิงตัวเลข ดังต่อไปนี้ 
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  (4.81) 
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  (4.82) 
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 (4.83) 

โดยที่ ( , ),( 1,2)i n j i   ถูกก าหนดโดย (4.58) - (4.59) ตามล าดับ 


