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บทนำ

ความเปนมาและความสำคัญ
วิธี เกรเดียนต ใกล เคียง เปนวิธีการหาคา เหมาะสมที่สุด เปนหนึ่งวิธีที่ นิยมใช ในการหาคานอยสุด

ของฟงกชันไมราบเรียบ ประกอบดวยการใชขั้นตอนเกรเดียนตตอเนื่อง ในฟงกชันแรกตามดวยตัวดำเนินการ
ความใกลเคียงของฟงกชันที่สอง เปนที่ทราบกันดีวาอัตราการลูเขาทางทฤษฎี และทางปฏิบัติของวิธีนี้ สามารถ
พัฒนาไดโดยความเฉื่อย หรือที่เรียกวาการเรงความเร็วของ Nesterov (1983 : 372-376)

สมมติ H เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริงดวยผลคูณภายใน ⟨·, ·⟩ และนอรม ∥ · ∥ ให B : H → 2H

เปนตัวดำเนินการทางเดียวมากที่สุดและ A : H → H เปนการดำเนินการทางเดียว ตอเนื่อง ลิพชิทซ
พิจารณาปญหารวมกันดังนี้ หาคา v ∈ H ซึ่ง

0 ∈ (A+B)v (1.1)

เซตผลเฉลยของปญหา (1.1) แสดงโดย

(A+B)−1(0) (1.2)

ปญหา (1.1) ประกอบดวย ที่เปนกรณีพิเศษไดแก ปญหาการผกผันเชิงเสนมีเงื่อนไขบังคับแบบคอนเวกซ ปญหา
ความเปนไปไดแบบแยก ปญหาการหาคานอยสุดมีเงื่อนไขบังคับแบบคอนเวกซ ปญหาจุดตรึง และปญหาอื่น
แบบจำลองทางคณิตศาสตรยอดนิยมซึ่งสามารถกำหนดไดภายใต ปญหา (1.1) คือ ปญหาการหาคาเหมาะสม
ที่สุดของผลรวมของสองฟงกชัน ดังตอไปนี้

min
v∈H

(g(v) + h(v)) (1.3)

โดยที่ h : H → R ∪∞ เปนฟงกชันกึ่งตอเนื่องดานลางและคอนเวกซ ซึ่ง g : H → R เปนฟงกชัน
คอนเวกซ สามารถหาอนุพันธได และ h หาอนุพันธยอยได ในกรณีนี้ ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด (1.2)
จะสมมูลกับปญหา (1.1) ดวยการแทน A = ∂h และ B = ∇g วิธีที่นิยมในการแกปญหา (1.1) ในปริภูมิ
ฮิลเบิรตเชิงจริง คือ วิธีการแยกไปขางหนา-ขางหลัง ซึ่งนำเสนอโดย Passty (1979 : 383-390) และ Lions &
Mercier (1979 : 964-979) มีรูปแบบดังนี้

vi+1 = JρA(vi − ρB(vi)) (1.4)
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โดยที่ ρ > 0 เปนพารามิเตอรที่เหมาะสม และ JρA = (I + ρA)−1 การลูเขาของวิธีนี้เกิดขึ้นภายใตการ
ดำเนินการ c ทางเดียวแบบเขมผกผันของการดำเนินการ B นั่นคือ เมื่อ c > 0 จะมี

⟨B(v)−B(y), v − y⟩ ≥ c∥B(v)−B(y)∥, ∀ v, y ∈ H (1.5)

หลังจากนั้นก็มีการพัฒนาวิธีการแกปญหา (1.1) อยางตอเนื่องจนกระทั่งในป 2000 Tseng (2000 : 431-446)
ไดนำเสนอวิธีการแยกไปขางหนา-ไปขางหลัง-ไปขางหนา ดังนี้

yi = JρiA(vi − ρiB(vi))

vi+1 = yi − ρi(B(yi)−B(vi))
(1.6)

โดยที่ {ρi} ⊂ (0,∞) เปนลำดับที่เหมาะสม ลำดับนี้สามารถกำหนดไดดังนี้ หากทราบคาคงที่ L ลิพชิทซ
ของ B แลว {ρi} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 1/L) และในกรณีผกผัน จะพบวาบางสวนในขั้นตอนการคนหาเสน
โดยมีเกณฑการหยุดแบบจำกัดในแตละการวนซ้ำ อยางไรก็ตามคาคงที่ลิพชิทซของการดำเนินการคอนขางยาก
ที่จะคำนวณไดในปญหาที่ไมเปนเชิงเสน นอกจากนี้การใชการคนหาเสนนั้นอาจจะไมถูกตองและใชเวลานาน
เนื่องจากการคนหาเสนมักจะตองใชการคำนวณจำนวนมากในการวนซ้ำแตละครั้ง

Malitsky & Tam (2020 : 383-390) ไดนำเสนออัลกอริทึมไปขางหนา-สะทอน-ไปขางหลัง เมื่อ
ρ0, ρ1 > 0, γ ∈ {1, β−1}, β ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) และ v0, v1 ∈ H จะไดวา

vi+1 = proxρih(vi − ρi∇g(vi)− ρi−1(∇g(vi)−∇g(vi−1))) (1.7)

ซึ่งขนาดขั้นตอน ρi = γρi−1β
n ดวย n จำนวนเต็มที่นอยที่สุดที่ไมเปนลบ ที่สอดคลองกับ

ρi∥∇g(vi+1)−∇g(vi)∥ ≤ δ

2
∥vi+1 − vi∥

ตอมา Hieu, Anh & Muu (2021 : 127-151) ไดนำเสนอวิธี ไปขางหนา-สะทอน-ไปขางหลังแบบ
ปรับปรุง ดังนี้

vi+1 = proxρih(vi − ρi∇g(vi)− ρi−1(∇g(vi)−∇g(vi−1)))

ρi+1 = min{µ ∥vi+1 − vi∥
∥∇g(vi+1)−∇g(vi)∥

, ρi}
(1.8)

สำหรับทุก n ≥ 1, v0, v1 ∈ H, ρ0, ρ1 > 0 และ δ ∈
(
0, 1

2

)
ซึ่งไมตองหาคาคงที่ลิพชิทซของการ

ดำเนินการ

ในโครงงานวิจัยนี้ คณะผูวิจัยไดรับแรงบันดาลใจจากผลลัพธของ Tseng และ Hieu ซึ่งวิธีที่ คณะผูวิจัย
สนใจที่จะพัฒนา คือ วิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกันนั้นไมตอง ทราบคาคงที่ L ลิพชิทซของ
การดำเนินการและไมมีขั้นตอนการคนหาเสน ตลอดจนนำทฤษฎีนี้ ไปประยุกตใชในการปรับปรุงภาพที่เบลอให
มีความคมชัดขึ้น
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วัตถุประสงคของการวิจัย
1. เพื่อสรางวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกันโดยไมใชคาคงที่ L ลิพชิทซและไมมีขั้น

ตอนการคนหาเสนสำหรับแกไขปญหาในการหาคานอยสุด

2. เพื่อสรางทฤษฎีบทและพิสูจนการลูเขาของวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกันโดยไม
ใชคาคงที่ L ลิพชิทซและไมมีขั้นตอนการคนหาเสนสำหรับแกไขปญหาในการหาคานอยสุด

3. แสดงใหเห็นถึงพฤติกรรมการลูเขาเพื่อแสดงประสิทธิภาพและการดำเนินการตามวิธีการที่ไดนำ
เสนอ

ประโยชนของการวิจัย
1. ไดวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกันโดยไมใชคาคงที่ L ลิพชิทซและไมมีขั้นตอนการ

คนหาเสนสำหรับแกไขปญหาในการหาคานอยสุด

2. ไดทฤษฎีบทและพิสูจนการลูเขาของวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อย สลับกันโดยไมใชคา
คงที่ L ลิพชิทซและไมมีขั้นตอนการคนหาเสนสำหรับแกไขปญหาในการหาคานอยสุด

3. ไดยกระดับคุณภาพการศึกษาและเผยแพรผลงานในระดับชาติหรือนานาชาติ

ขอบเขตของการวิจัย
ขอบเขตของการวิจัยคือ การสรางทฤษฎีบทและพิสูจนการลูเขาของวิธีเกรเดียนตใกลเคียง

ดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน สำหรับแกไขปญหาในการหาคานอยสุดในปริภูมิฮิลเบิรตจริง

นิยามศัพทเฉพาะ
1. H แทนปริภูมิฮิลเบิรต หมายถึง ปริภูมิผลคูณภายในบริบูรณซึ่งประกอบดวยนอรมที่ถูกนิยามโดย

ผลคูณภายใน คือ ∥v∥ =
√

⟨v, v⟩ สำหรับ v ∈ H เมื่อ ⟨·, ·⟩ คือ สัญลักษณของผลคูณภายในและมีสมบัติ
ดังนี้

1.1 ⟨v, v⟩ ≥ 0

1.2 ⟨v, v⟩ = 0 ก็ตอเมื่อ v = 0

1.3 ⟨v, y⟩ = ⟨y, v⟩

1.4 ⟨αv + βy, z⟩ = α ⟨v, z⟩+ β ⟨y, z⟩ สำหรับ v, y, z ∈ H และ α, β ∈ R

2. Fix(D) = {v ∈ H | Dv = v} แทนเซตจุดตรึงของการสง D

3. ให g : H → (−∞,∞) เปนฟงชันเฉพาะที่เปนฟงกชันกึ่งตอเนื่องลางและคอนเวกซ โดเมน
ของ g โดย dom g = {v ∈ H | g(v) <∞} สำหรับ x ∈ dom g ใด ๆ อนุพันธยอยของ g ที่ v
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ถูกกำหนดโดย

∂g(v) = {z ∈ H | ⟨z, y − v⟩ ≤ g(y)− g(v), y ∈ H}

4. PD แทนการฉายเมตริกของ H ทั่วถึง D หมายถึง สำหรับทุก v ∈ H และ D เซตไมวาง ปด

และคอนเวกซ มี y ∈ D ซึ่ง

∥v − y∥ = d(v,D) = inf{∥v − w∥ : w ∈ D}
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