
บทที่ 4
ผลการวิจัย

ผลการวิจัย

ในบทนี้จะนำเสนอวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกันสำหรับปญหาในการหาคานอยสุด
และแสดงการพิสูจนเพื่อยืนยันกระบวนการที่ไดมีเงื่อนไขที่จำเปนสำหรับการวิเคราะหมีดังนี้

(1) เซตคำตอบของปญหาการหาคานอยสุดแบบคอนเวกซ (1.3) เปนเซตไมวาง นั่นคือ

Ω = arg min(g + h) ̸= ∅

(2) h : H −→ (−∞,∞] เปนสองฟงกชันแท กึ่งตอเนื่องลาง และคอนเวกซ

(3) g : H −→ R เปนฟงกชันคอนเวกซที่หาอนุพันธไดบน H และ ∇ เปนลิพชิทซตอเนื่องบน
H ดวยคาลิพชิทซ L > 0

วิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน
ให γ ∈ (0, 1), α1 > 0, ρ1 > 0, δ > 0, lim

i−→∞
δi = 0 และ v0, v1 ∈ H

ขั้นที่ 1 คำนวณ

zi =

vi, ถาเปนจำนวนคู
vi + γ(vi − vi−1), ถาเปนจำนวนคี่

(4.1)

ขั้นที่ 2 คำนวณ
si = proxρih(zi − ρi∇g(zi)) (4.2)

ขั้นที่ 3 คำนวณ
wi = si − ρi(∇g(si)−∇g(zi)) (4.3)

ขั้นที่ 4 คำนวณ
vi+1 = (1− β)zi + βwi (4.4)

และ

ρi+1 =

min
{

(δi+δ)∥zi−si∥
∥∇g(zi)−∇g(si)∥ , ρi + σi

}
, ถา ∥∇g(zi)−∇g(si)∥ ̸= 0

ρi + σi, อื่น ๆ
(4.5)

ให i := i+ 1 และยอนกลับไปที่ขั้นที่ 1
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บทตั้ง 4.1 กำหนดใหลำดับ {ρi} จากวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน คือขอบเขตของ
ρi ∈ [min{ δ

L
, ρ1}, ρ1 + Λ] นอกจากนี้คาของ ρ ∈ [min{ δ

L
, ρ1}, ρ1 + Λ] โดยที่ lim

i−→+∞
ρi = ρ

เมื่อ Λ =
∑∞

i=1 σi

พิสูจน จากนิยามของ ρi ถา ∥∇g(zi)−∇g(si)∥ ̸= 0 ทำใหไดวา

ρi ≥
(δi + δ)∥zi − si∥

∥∇g(zi)−∇g(si)∥
≥ δi + δ

L
≥ δ

L
(4.6)

เนื่องจาก Λ =
∑∞

i=1 σi

ρi+1 ≤ ρi + σi ≤ ρ1 +
∞∑
i=1

σi = ρ1 + Λ (4.7)

ซึ่งหมายความวา {
δ

L
, ρ1

}
≤ ρi ≤ ρ1 + Λ (4.8)

ทั้งนี้
ρi+1 − ρi = [ρi+1 − ρi]+ − [ρi+1 − ρi]− (4.9)

โดยที่

[ρi+1 − ρi]+ = max {0, ρi+1 − ρi}

และ

[ρi+1 − ρi]− = max {0,−(ρi+1 − ρi)}

ฉะนั้น
ρi+1 − ρi =

i∑
a=1

[ρa+1 − ρa]+ −
i∑

a=1

[ρa+1 − ρa]− (4.10)

เนื่องจาก {ρi} คือขอบเขตของ ∑∞
i=1[ρi+1 − ρi]+ ≤

∑∞
i=1 σi < +∞ จะได [ρi+1 − ρi]− ลูเขา

ดังนั้นคาของ ρ ∈ [min
{

δ
L
, ρ1

}
, ρ1 + Λ] โดยที่ lim

i−→+∞
ρi = ρ ดังนั้นการพิสูจนนี้เปนจริง

บทตั้ง 4.2 กำหนดใหลำดับ {wi} เปนลำดับทั่วไป โดยวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน แลว
ทำใหไดวา

∥wi − v∗∥2 ≤ ∥zi − v∗∥2 −
{
1− (δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

}
∥si − zi∥2, ∀v∗ ∈ Ω
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พิสูจน กำหนดให v∗ ∈ Ω. แลวทำใหไดวา

∥wi − v∗∥2 = ∥si − ρi(∇g(si)−∇g(zi))− ∥

= ∥si − ∥2 + ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2 − 2ρi⟨si − v∗,∇g(si)−∇g(zi)⟩

= ∥si − zi + zi − ∥2 + ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2

− 2ρi⟨si − v∗,∇g(si)−∇g(zi)⟩

= ∥zi − ∥2 + ∥si − zi∥2 + 2⟨zi − v∗, si − zi⟩

− 2ρi⟨si − v∗,∇g(si)−∇g(zi)⟩+ ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2

= ∥zi − ∥2 + ∥si − zi∥2 + 2⟨zi − si + si − v∗, si − zi⟩

− 2ρi⟨si − v∗,∇g(si)−∇g(zi)⟩+ ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2

= ∥zi − ∥2 + ∥si − zi∥2 − 2⟨si − zi, si − zi⟩

+ 2⟨si − v∗, si − zi⟩ − 2ρi⟨si − v∗,∇g(si)−∇g(zi)⟩

+ ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2

= ∥zi − ∥2 + ∥si − zi∥2 − 2⟨si − v∗, si − zi⟩

− 2⟨si − v∗, ρi(∇g(si)−∇g(zi))⟩+ ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2

= ∥zi − v∗∥2 − ∥si − zi∥2 − 2⟨si − v∗, zi − si⟩+ ρi(∇g(si)−∇g(zi))⟩

+ ρ2i ∥∇g(si)−∇g(zi)∥2
(4.11)

ขอสังเกต

ρi+1 = min
{

(δi + δ)∥zi − si∥
∥∇g(zi)−∇g(si)∥

, ρi + σi

}
≤ (δi + δ)∥zi − si∥

∥∇g(zi)−∇g(si)∥
(4.12)

ซึ่งหมายความวา
∥∇g(zi)−∇g(si)∥ ≤ δi + δ

ρi+1

∥zi − si∥ (4.13)

นำสมการที่ (4.13) และสมการที่ (4.11) จะไดวา

∥wi − v∗∥2 ≤ ∥zi − v∗∥2 − ∥si − zi∥2 +
(δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

∥si − zi∥2

− 2⟨si − v∗, zi − si + ρi(∇g(si)−∇g(zi))⟩

= ∥zi − v∗∥2 −
(
1− (δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

)
∥si − zi∥2

− 2⟨si − v∗, zi − si + ρi(∇g(si)−∇g(zi))⟩

(4.14)
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จากบทนิยามของ si ทำใหไดวา zi − ρi∇g(zi) ∈ (I + ρi∂h)si เนื่องจาก ∂h คือ คามากสุดทาง
เดียว แลวมี ui ∈ ∂h(si) โดยที่

zi − ρi∇g(zi) = si + ρiui (4.15)

นั่นคือ

ui =
1

ρi
(zi − ρi∇g(zi)− si) (4.16)

เนื่องจาก 0 ∈ (∇g + ∂h)(v∗) และ ∇g(si) + ui ∈ (∇g + ∂h)si จะได

⟨∇g(si) + ui, si − v∗⟩ ≥ 0 (4.17)

แทนคาสมการ (4.16) ลงในสมการ (4.17) จะได

1

ρi
⟨zi − ρi∇g(zi) + si + ρi∇g(si), si − v∗⟩ ≥ 0 (4.18)

หมายความวา ⟨zi − ρi∇g(zi)− si + ρi∇g(si), si − v∗⟩ ≥ 0 จากสมการ (??) จะได

∥wi − v∗∥2 ≤ ∥zi − v∗∥2 −
(
1− (δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

)
∥si − zi∥2 (4.19)

บทตั้ง 4.3 กำหนดให {vi} เปนลำดับทั่วไป จากโดยวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน แลว
มีลำดับยอยแบบคู {v2i} มีขอบเขต และเปนลำดับ Fejér monotone ซึ่งมีผลเฉลยเปนชุด Ω นอกจากนี้
สำหรับทุก v∗ ∈ Ω, lim

i−→+∞
∥v2i − v∗∥2 มีคาและ lim

i−→+∞
∥v2i − s2i∥ = 0

พิสูจน จากนิยามของ vi+1 และบทตั้ง 2.1 จะได

∥vi+1 − v∗∥2 = (1− β)∥zi − v∗∥2 + β∥wi − v∗∥2 − β(1− β)∥zi − wi∥2 (4.20)

จากสมการ (4.20) และบทตั้ง 4.2 ทำใหไดวา

∥vi+1 − v∗∥2 ≤ (1− β)∥zi − v∗∥2 + β∥zi − v∗∥2 − β

(
1− (δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

)
∥si − zi∥2

− β(1− β)∥zi − wi∥2

= ∥zi − v∗∥2 − β

(
1− (δi + δ)2ρ2i

ρ2i+1

)
∥si − zi∥2 − β(1− β)∥zi − wi∥2

(4.21)
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กำหนดให i+ 1 := 2i+ 2 แทนลงในสมการ (4.21)

∥v2i+2 − v∗∥2 ≤ ∥z2i+1 − v∗∥2 − β

(
1−

(δ2i+1 + δ)2ρ22i+1

ρ22i+2

)
∥s2i+1 − z2i+1∥2

− β(1− β)∥z2i+1 − w2i+1∥2
(4.22)

นำคา i+ 1 := 2i+ 1 แทนลงในสมการ (4.21) เมื่อ z2i = v2i ทำใหไดวา

∥v2i+1 − v∗∥2 ≤ ∥v2i − v∗∥2 − β

(
1− (δ2i + δ)2ρ22i

ρ22i+1

)
∥s2i − v2i∥2

− β(1− β)∥v2i − w2i∥2
(4.23)

จากนิยามของ z2i+1 และสมการ (4.1) ทำใหไดวา

∥z2i+1 − v∗∥2 = ∥v2i+1 + γ(v2i+1 − v2i)− v∗∥2

= ∥(1 + γ)(v2i+1 − v∗)− γ(v2i − v∗)∥2

= (1 + γ)∥v2i+1 − v∗∥2 − γ∥v2i − v∗∥2

+ γ(1 + γ)∥v2i+1 − v2i∥2

(4.24)

จากนิยามของ v2i+1 เมื่อ z2i = v2i

∥v2i+1 − v2i∥2 = β2∥w2i − v2i∥2 (4.25)

จากสมการ (4.23) และสมการ (4.25) แทนคาลงในสมการ (??) จะได

∥z2i+1 − v∗∥2 ≤ (1 + γ)

[
∥v2i − v∗∥2 − β

(
1− (δ2i + δ)2ρ22i

ρ22i+1

)
∥s2i − v2i∥2

]
− (1 + γ)β(1− β)∥v2i − w2i∥2 − γ∥v2i − v∗∥2

+ γ(1 + γ)β2∥w2i − v2i∥2

= ∥v2i − v∗∥2 − (1 + γ)β

(
1− (δ2i + δ)2ρ22i

ρ22i+1

)
∥s2i − v2i∥2

− (1 + γ)β(1− β − γβ)∥v2i − w2i∥2

(4.26)
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จากสมการ (4.22) และสมการ (4.26) จะได

∥v2i+2 − v∗∥2 ≤ ∥v2i − v∗∥2 − (1 + γ)β

(
1− (δ2i + δ)2ρ22i

ρ22i+1

)
∥s2i − v2i∥2

− (1 + γ)β(1− β − γβ)∥v2i − w2i∥2

− β

(
1−

(δ2i+1 + δ)2ρ22i+1

ρ22i+2

)
∥s2i+1 − z2i+1∥2

− β(1− β)∥z2i+1 − w2i+1∥2

(4.27)

เนื่องจาก γ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) และ δ2i+1, ρ2i+1, ρ2i+2 > 0, ∀ i ≥ N0 จะได

(1 + γ)β(1− β − γβ) > 0, ∀ i ≥ N0

และ
(1 + γ)β

(
1− (δ2i + δ)2ρ22i

ρ22i+1

)
> 0, ∀ i ≥ N0

นั่นคือ
β

(
1−

(δ2i+1 + δ)2ρ22i+1

ρ22i+2

)
> 0, ∀ i ≥ N0

เนื่องจากสมการ (4.27)

∥v2i+2 − v∗∥ ≤ ∥v2i − v∗∥, ∀ i ≥ N0 (4.28)

ทำใหไดวา {∥v2i − v∗∥} และ {v2i} มีขอบเขต นอกจากนี้ lim
i−→+∞

∥v2i − v∗∥ มีคา ดังนั้นจากสมการ
(4.27) จะไดวา

lim
i−→+∞

∥s2i − v2i∥ = 0 และ lim
i−→+∞

∥v2i − w2i∥ = 0 (4.29)

เนื่องจาก {v2i} มีขอบเขต และจากสมการ (4.29) ทำใหไดวา {s2i} และ {w2i} มีขอบเขต ทั้งนี้จากสมการ
(4.25) และ (4.29) lim

i−→+∞
∥v2i+1 − v2i∥ = 0 เนื่องจาก ∇g คือตอเนื่องปกติ จะได

lim
i−→+∞

∥∇g(z2i)−∇g(si2)∥ = 0 (4.30)

ทฤษฎีบท 4.4 กำหนดใหลำดับ {vi} เปนลำดับทั่วไป จากวิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน
กำหนดให v∗ ∈ H คือ weak limit ของลำดับยอย {v2ia} ของ {v2i}. แลวจะได v∗ ∈ Ω
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พิสูจน โดยที่ v2ia ⇀ v∗ ∈ H จากบทตั้ง 4.3 จะได v2ia+1 ⇀ v∗ สังเกตไดวา

s2ia = proxρ2iah(z2ia − ρ2ia∇g(z2ia)) (4.31)

จากสมการ (4.2) จะได

z2ia − ρ2ia∇g(z2ia)− s2ia
ρ2ia

∈ ∂h(s2ia) (4.32)

นั่นคือ
z2ia − s2ia

ρ2ia
−∇g(z2ia) +∇g(s2ia) ∈ ∂h(s2ia) +∇g(s2ia). (4.33)

เนื่องจาก limi−→+∞ ∥s2i − v2i∥ = 0 ทำใหไดวา s2ia ⇀ v∗ แทนคา a −→ +∞ ลงในสมการ (3.30)
และสมการ (3.27) จากบทตั้ง 2.2 และบทตั้ง 3.1 จะได

0 ∈ (∂h+∇g)(v∗) (4.34)

ดังนั้น v∗ ∈ Ω จากสมการ (4.23) ทำใหไดวา {v2i} คือ ลำดับ quasi-Fejér และจากบทตั้ง 2.1 ทำใหไดวา
{v2i} ลูเขาแบบ weakly ที่จุด Ω

ผลการคำนวณเชิงตัวเลข

ในสวนนี้ไดนำเสนอการทดลองเชิงตัวเลขตาง ๆ เพื่อแสดงใหเห็นอัลกอริทึม และทฤษฏีบทที่คิดคน
มาใหมและพัฒนาใหดียิ่งขึ้น

min
v∈R3

∥v∥1 + 3∥v∥22 + (−2, 1, 4)v + 9

เมื่อ v = (v1, v2, v3)
T ∈ R3 กำหนดให g(v) = 3∥v∥22 + (−2, 1, 4)v + 9 และ h(v) = ∥v∥1

นั่นคือ ∇g(v) = 6v + (−2, 1, 4)T โดยตรวจสอบ g คือฟงกชันคอนเวกซและหาอนุพันธได และเกรเดียน
∇g คือ ลิพชิทตอเนื่อง ซึ่ง L = 6

proxρi∥·∥1(v) = [proxρi|·|(v1), proxρi|·|(v2), proxρi|·|(v3)]T

เมื่อ proxρi|·|(vi) = max{|vi| − ρi, 0}sign(vi), และ vi เปนสมาชิกของ v และ i = 1, 2, 3 ในสวน
ของผลการทดลองจะทำการเปรียบเทียบอัลกอริทึม (1.8) ดังขางลางตอไปนี้

• วิธีเกรเดียนตใกลเคียงดวยขั้นตอนเฉื่อยสลับกัน (อัลกอริทึม 3.1) กำหนด ρ1 = 0.6
L
, γ = 0.9, β =

0.9, δ = 0.6, δi =
1

(1000i+2)10
, σi =

99i
100i+1

• อัลกอริทึม (1.8) กำหนด ρ1 = 0.6
L
, µ = 0.4
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ทั้งนี้ทำการทดลองเชิงตัวเลขที่จุด v1 แตกตางกัน 4 คา และใชเกณฑการหยุดของการทำซ้ำที่ ∥vi+1−vi∥ ≤
ϵ = 10−6 ดังตารางที่ 4.1 ตอไปนี้

ตารางที่ 4.1 แสดงผลการคำนวณเชิงตัวเลขเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของอัลกอริทึม

v1 = v0
Number of Iteration Execution Time in Seconds

Algorithm (1.8) Algorithm 3.1 Algorithm (1.8) Algorithm 3.1
(1, 3, 5)T 113 38 0.058383 0.044992
(1,−6, 2)T 107 40 0.121066 0.093168

(−200, 200, 100)T 138 48 0.073472 0.020173
(−1000,−5000, 500)T 151 56 0.057175 0.033351

ภาพที่ 4.1 กราฟความคลาดเคลื่อนและจำนวนทำซ้ำที่ v1 = (1, 3, 5)T
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ภาพที่ 4.2 กราฟความคลาดเคลื่อนและเวลาในการคำนวณที่ v1 = (1, 3, 5)T

ภาพที่ 4.3 กราฟความคลาดเคลื่อนและจำนวนทำซ้ำที่ v1 = (1,−6, 2)T
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ภาพที่ 4.4 กราฟความคลาดเคลื่อนและเวลาในการคำนวณที่ v1 = (1,−6, 2)T

ภาพที่ 4.5 กราฟความคลาดเคลื่อนและจำนวนทำซ้ำที่ v1 = (−200, 200, 100)T
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ภาพที่ 4.6 กราฟความคลาดเคลื่อนและเวลาในการคำนวณที่ v1 = (−200, 200, 100)T

ภาพที่ 4.7 กราฟความคลาดเคลื่อนและจำนวนทำซ้ำที่ v1 = (−1000,−5000, 500)T
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ภาพที่ 4.8 กราฟความคลาดเคลื่อนและเวลาในการคำนวณที่ v1 = (−1000,−5000, 500)T
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