
บทที่ 3
วิธีดำเนินการวิจัย

วิธีดำเนินการวิจัย

วิธีดำเนินการวิจัยแบงเปนขั้นตอนดังนี้

1. คนหาเอกสารใหมในหัวขอการมีอยูจริงของการเกิดขึ้นพรอมกันและจุดตรึงรวมและหัวขอที่มีความ
เกี่ยวของ

2. ศึกษาหลักการเบื้องตน แนวคิด และวิธีการในการสรางทฤษฎีบทจากเอกสารหนังสือ และเอกสาร
ในขอ 1.

3. ทำการพิสูจนเพื่อหาผลลัพธใหมเกี่ยวกับการมีอยูจริงของการเกิดขึ้นพรอมกันและจุดตรึงรวม

4. ตรวจสอบความถูกตองของทฤษฎีที่สรางขึ้น

5. แสดงตัวอยางของการเกิดขึ้นพรอมกันและจุดตรึงรวม

6. เขียนรายงานการวิจัยฉบับสมบูรณ



บทที่ 4
ผลการวิจัย

ผลการวิจัย

บทนิยาม 4.1 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย การสง φ : Ω × Ω −→
[1,+∞) และ α, β : Ω × Ω −→ [0,+∞) ให V และ Q เปนการสงบน Ω จะกลาววา (V,Q)

เปนการสงแบบซูซูกิ Z(α,β) ทั่วไป ถาทุก κ,ϖ ∈ Ω และ L ≥ 0 ซึ่ง

1

2
min{dφ(V κ,Qκ), dφ(V ϖ,Qϖ)} ≤ max{dφ(Qκ,Qϖ), dφ(V κ, V ϖ)} ทำใหไดวา

η(α(Qκ,Qϖ)B(κ,ϖ), A(κ,ϖ)) ≥ 0
(4.1)

เมื่อ η ∈ Zψ

B(κ,ϖ) = β(Qκ,Qϖ)dφ(V κ, V ϖ)

และ

A(κ,ϖ) = max
{
dφ(Qκ,Qϖ), dφ(Qκ, V κ), dφ(V ϖ,Qϖ),

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(Qκ, V κ) + dφ(V ϖ,Qϖ)
,

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(V κ, V ϖ) + dφ(Qκ,Qϖ)

}
+ Lmin{dφ(V κ,Qκ), dφ(V ϖ,Qϖ), dφ(Qκ,Qϖ)dφ(V κ,Qϖ)}

ดวย
G(κ,ϖ) = dφ(V κ,Qϖ)dφ(Qκ,Qϖ)

และ
H(κ,ϖ) = dφ(V κ,Qκ)dφ(V κ, V ϖ)

ทฤษฎีบท 4.1 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยายบริบูรณ และการสง
V,Q : Ω −→ Ω เปนการสงแบบคูที่เขากันได ซึ่ง V (Ω) ⊆ Q(Ω) ให (V,Q) เปนการสงแบบซูซูกิ
Z(α,β) ทั่วไป และสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้

(1) V เปนการสงแบบ α-แอดมิซซิเบิล ที่ขึ้นอยูกับการสง Q

(2) มี κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(Qκ0, V κ0) ≥ 1 และ β(Qx0, V x0) ≥ 1
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(3) ถา {Qκn} เปนลำดับใน Ω ซึ่ง α(Qκn, Qκn+1) ≥ 1 สำหรับทุก n และ Qκn −→ Qz ∈
Q(Ω) as n −→ +∞ แลวมีลำดับยอย {Qκn(k)} ของ {Qκn} ซึ่ง α(Qκn(i), Qz) ≥ 1

สำหรับทุก k

(4) Q(Ω) เปนเซตปด

แลว V และ Q มีจุดที่เกิดขึ้นพรอมกันเพียงจุดเดียวใน Ω

พิสูจน จากเงื่อนไขที่ (2) ให κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(Qκ0, V κ0) ≥ 1 เนื่องจาก V (Ω) ⊆ Q(Ω) สามารถเลือก
จุด κ1 ∈ Ω ซึ่ง V κ0 = Qκ1 ดำเนินการตามกระบวนการนี้ตอไปโดยเลือกแลว κ1, κ2, κ3, . . . , κn
เลือก κn+1 ใน Ω ซึ่ง

V κn = Qκn+1, n = 0, 1, 2, . . . . (4.2)

จากเงื่อนไขที่ (1) มี V เปนการสงแบบ α-แอดมิซซิเบิล ที่ขึ้นอยูกับการสง Q จะไดวา

α(Qκ0, V κ0) = α(Qκ0, Qκ1) ≥ 1 ทำใหไดวา α(V κ0, V κ1) = α(Qκ1, Qκ2) ≥ 1

ใชอุปนัยทางคณิตศาสตร จะได

α(Qκn, Qκn+1) ≥ 1, n = 0, 1, 2, . . . (4.3)

ในทำนองเดียวกัน จะได

β(Qκn, Qκn+1) ≥ 1, n = 0, 1, 2, . . . (4.4)

ถา V κn+1 = V κn สำหรับบาง n โดย (4.1) จะมีQκn+1 = V κn+1 ดังนั้น κn+1 เปนจุดที่เกิดขึ้นพรอม
กันของ V และ Q กรณีอื่น สมมุติให dφ(V κn, V κn+1) > 0 สำหรับทุก n โดย (4.1), (4.3) และ (4.4)
จะได

1

2
min{dφ(V κn, Qκn), dφ(V κn+1, Qκn+1)} ≤ max{dφ(Qκn, Qκn+1), dφ(V κn, V κn+1)}

ทำใหไดวา
η(α(Qκn, Qκn+1)B(κn, κn+1), A(κn, κn+1)) ≥ 0 (4.5)

และ
ψ(A(κn, κn+1))− ψ(α(Qκn, Qκn+1)B(κn, κn+1)) > 0

ดังนั้น
ψ(A(κn, κn+1)) > ψ(α(Qκn, Qκn+1)B(κn, κn+1))
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จากนิยามของ ψ จะได

A(κn, κn+1) > α(Qκn, Qκn+1)B(κn, κn+1) (4.6)

ซึ่ง
B(κn, κn+1) = β(Qκn, Qκn+1)dφ(V κn, V κn+1) (4.7)

และ

A(κn, κn+1) = max
{
dφ(Qκn, Qκn+1), dφ(Qκn, V κn), dφ(V κn+1, Qκn+1),

G(κn, κn+1) +H(κn, κn+1)

1 + dφ(Qκn, V κn) + dφ(V κn+1, Qκn+1)
,

G(κn, κn+1) +H(κn, κn+1)

1 + dφ(V κn, V κn+1) + dφ(Qκn, Qκn+1)

}
+ Lmin{dφ(V κn, Qκn), dφ(V κn+1, Qκn+1), dφ(Qκn, Qκn+1), dφ(V κn, Qκn+1)}

(4.8)
ดวย

G(κn, κn+1) = dφ(V κn, Qκn+1)dφ(Qκn, Qκn+1) (4.9)

และ
H(κn, κn+1) = dφ(V κn, Qκn)dφ(V κn, V κn+1) (4.10)

ดังนั้น

A(κn, κn+1) = max
{
dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn+1, V κn),

G(κn, κn+1) +H(κn, κn+1)

1 + dφ(V κn−1, V κn) + dφ(V κn+1, V κn)
,

G(κn, κn+1) +H(κn, κn+1)

1 + dφ(V κn, V κn+1) + dφ(V κn−1, V κn)

}
+ Lmin{dφ(V κn, V κn−1), dφ(V κn+1, V κn), dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn, V κn)}

(4.11)
ดวย

G(κn, κn+1) = dφ(V κn, V κn)dφ(V κn−1, V κn) = 0 (4.12)

และ
H(κn, κn+1) = dφ(V κn, V κn−1)dφ(V κn, V κn+1) (4.13)

จาก (4.10), (4.11) และ (4.12) จะไดวา

A(κn, κn+1) = max
{
dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn+1, V κn),

G(κn, κn+1) +H(κn, κn+1)

1 + dφ(V κn−1, V κn) + dφ(V κn+1, V κn)
,

dφ(V κn, V κn−1)dφ(V κn, V κn+1)

1 + dφ(V κn, V κn+1) + dφ(V κn−1, V κn)

}
+ Lmin{dφ(V κn, V κn−1), dφ(V κn+1, V κn), 0}

(4.14)
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เนื่องจาก dφ(V κn, V κn+1) ≤ 1+ dφ(V κn, V κn+1)+ dφ(V κn−1, V κn) และจาก (4.13) จะได

A(κn, κn+1) = max
{
dφ(V κn−1, V κn), dφ(V κn+1, V κn)

}
(4.15)

ถา A(κn, κn+1) = dφ(V κn+1, V κn) และ (4.6) จะไดวา

dφ(V κn+1, V κn) < dφ(V κn+1, V κn) (4.16)

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้นสำหรับทุก n ≥ 1 จะได

A(κn, κn+1) = dφ(V κn−1, V κn) (4.17)

จาก (4.6) จะได

α(V κn−1, V κn)β(V κn−1, V κn)dφ(V κn, V κn+1) < dφ(V κn−1, V κn) (4.18)

ดังนั้น
dφ(V κn+1, V κn) < dφ(V κn−1, V κn) (4.19)

ลำดับ {dφ(V κn+1, V κn)} เปนลำดับไมเพิ่ม ดังนั้นมี r ≥ 0 ซึ่ง

lim
n−→∞

dφ(V κn−1, V κn) = r

จะพิสูจนวา
lim

n−→∞
dφ(V κn−1, V κn) = 0 (4.20)

ให r > 0 โดย (4.16) จะไดวา

lim
n−→∞

α(V κn−1, V κn)β(V κn−1, V κn)dφ(V κn+1, V κn) = r (4.21)

เนื่องจาก r > 0 และให ϖn = α(V κn−1, V κn)β(V κn−1, V κn)dφ(V κn+1, V κn) และ
κn = dφ(V κn+1, V κn) ซึ่ง limn−→∞ϖn = limn−→∞ κn = r โดย (η2) จะได

lim sup
n→∞

η(ϖn, κn) < 0

เนื่องจาก η(ϖn, κn) ≥ 0 ดังนั้น

0 ≤ lim sup
n→∞

η(ϖn, κn) < 0
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ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น r = 0. จะไดวา {κn} เปนลำดับโคชีใน (Ω, dφ)

lim
n,m−→∞

dφ(V κn, V κm) = 0 (4.22)

สมมุติให {κn} ไมเปนลำดับโคชี แลวจะมี ϵ > 0 ลำดับยอย κn(k) และ κn(k) of {κn} ดวย
n(k) > m(k) > k ซึ่ง k

dφ(V κn(k), V κm(k)) ≥ ϵ (4.23)

และ n(k) เปนจำนวนที่เล็กที่สุด จาก (4.23) จะไดวา

dφ(V κn(k), V κm(k)) < ϵ (4.24)

โดยอสมการอิงรูปสามเหลี่ยม (4.22) จะได

ϵ ≤ dφ(V κn(k), V κm(k))

≤ dφ(V κn(k), V κn(k)−1) + dφ(V κn(k)−1, V κm(k))

< dφ(V κn(k), V κn(k)−1) + ϵ

(4.25)

ให n −→ ∞ และประยุกตใช (4.20) จะไดวา

ϵ ≤ lim
n−→∞

dφ(V κn(k), V κm(k)) < ϵ

ดังนั้น
lim

n−→∞
dφ(V κn(k), V κm(k)) = ϵ (4.26)

ในทำนองเดัยวกัน จะได
lim

n−→∞
dφ(V κn(k), V κm(k)+1) = ϵ (4.27)

และ
lim

n−→∞
dφ(V κn(k)−1, V κm(k)) = ϵ (4.28)

ใช (4.6) และ (η2) จะได

0 ≤ lim sup
n−→∞

η(α(V κn(k)−1, V κm(k))β(V κn(k)−1, V κm(k))dφ(V κn(k), V κm(k)+1),

dφ(V κn(k)−1, V κm(k)))

< 0

(4.29)
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ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น {κn} เปนลำดับโคชี และ {V κn} = {Qκn+1} เปนลำดับโคชีใน Ω เนื่องจาก
Q(Ω) เปนเซตปด มี z ∈ Ω ซึ่ง

lim
n−→∞

Qκn = lim
n−→∞

V κn+1 = Qz (4.30)

จะแสดงวา z เปนจุดที่เกิดขึ้นพรอมกันของ V และ Q สมมุติให dφ(V z,Qz) > 0 ใชเงื่อนไขที่ (3) และ
(4.30) จะได α(Qκn(k, Qz) ≥ 1 สำหรับ k ดังนั้น

1

2
min{dφ(V κn(k), Qκn(k)), dφ(V z,Qz)} ≤ max{dφ(Qκn(k), Qκn(k)), dφ(V κn(k), V z)}

ให k −→ ∞ ในสมการขางตน

1

2
min{dφ(V z,Qz), dφ(V z,Qz)} ≤ max{dφ(Qz,Qz), dφ(V z, V z)}

= max{0, 0}
= 0

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น dφ(V z,Qz) = 0 นี่คือ V z = Qz ซึ่งไดแสดงวา V และ Q มีจุดที่เกิดขึ้น
พรอมกัน

ทฤษฎีบท 4.2 มีเงื่อนไขเชนเดียวกันกับทฤษฎีบท 4.1 โดยมี ρ, σ ∈ C(V,Q) ถา α(Qρ,Qσ) ≥ 1 และ
(V,Q) เปนคูที่เขากันไดแบบออน แลว V และ Q มีจุดตรึงรวมกันเพียงจุดเดียว
พิสูจน จากการพิสูจนของทฤษฎีบท 4.1 จะไดวา {Qκn} เปนลำดับไมลดและลูเขาสู Qz และ V z = Qz

เนื่องจาก V และ Q เปนคูที่เขากันไดแบบออน จะไดวา

V z = V Qz = QV z = Qz

ให u = V z = Qz ขะได
u = V u = Qu

ดังนั้น V และ Q มีจุดตรึงรวมกัน ตอไปจะพิสูจนวามีจุดตรึงรวมกันเพียงจุดเดียว โดยให u และ u′ เปนสอง
จุดตรึงรวมกันของ V และ Q คือ

u = V u = Qu and u′ = V u′ = Qu′

เนื่องจาก
1

2
min{dφ(V u,Qu), dφ(V u′, Qu′)} = 0

≤ max{dφ(Qu,Qu′), dφ(V u, V u′)}
(4.31)
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ทำใหไดวา
η(α(Qu,Qu′)B(u, u′), A(u, u′)) ≥ 0 (4.32)

และ
ψ(A(u, u′))− ψ(α(Qu,Qu′)B(u, u′)) > 0 (4.33)

ดังนั้น
ψ(A(u, u′)) > ψ(α(Qu,Qu′)B(u, u′)) (4.34)

จากนิยามของ ψ จะไดวา

A(u, u′) > α(Qu,Qu′)B(u, u′) = α(u, u′)B(u, u′) (4.35)

ซึ่ง
B(u, u′) = β(Qu,Qu′)dφ(V u, V u

′) = β(u, u′)dφ(u, u
′) (4.36)

และ

A(u, u′) = max
{
dφ(Qu,Qu

′), dφ(Qu, V u), dφ(V u
′, Qu′),

G(u, u′) +H(u, u′)

1 + dφ(Qu, V u) + dφ(V u′, Qu′)
,

G(u, u′) +H(u, u′)

1 + dφ(V u, V u′) + dφ(Qu,Qu′)

}
+ Lmin{dφ(V u,Qu), dφ(V u′, Qu′), dφ(Qu,Qu′), dφ(V u,Qu′)}

(4.37)

ดวย
G(u, u′) = dφ(V u,Qu

′)dφ(Qu,Qu
′) (4.38)

และ
H(u, u′) = dφ(V u,Qu)dφ(V u, V u

′) = 0 (4.39)

จาก (4.37), (4.38) และ (4.39) จะไดวา

A(u, u′) = dφ(u, u
′) (4.40)

จาก (4.35), (4.36) และ (4.40) จะได

α(u, u′)β(u, u′)dφ(u, u
′) < dφ(u, u

′) (4.41)

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น V และ Q มีจุดตรึงรวมกันเพียงจุดเดียวใน Ω
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บทนิยาม 4.2 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย การสง V,Q : Ω → Ω

จะเรียก (V,Q) เปนซูซูกิ Z(α,β) ถาสำหรับทุก κ,ϖ ∈ Ω และ L ≥ 0 ซึ่ง

1

2
min{dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ)} ≤ dφ(κ,ϖ) ทำใหไดวา

η(α(κ, V κ)B(κ,ϖ), A(κ,ϖ)) ≥ 0
(4.42)

เมื่อ η ∈ Zψ

A(κ,ϖ) = β(ϖ,Qϖ)dφ(V κ,Qϖ)

และ
A(κ,ϖ) = max

{
dφ(κ,ϖ), dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ),

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(κ, V κ) + dφ(ϖ,Qϖ)
,

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(κ, V ϖ) + dφ(ϖ,V κ)

}
+ Lmin{dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ), dφ(κ,Qϖ), dφ(ϖ,V κ)}

ซึ่ง
G(κ,ϖ) = dφ(κ, V κ)dφ(κ,Qϖ)

และ
H(κ,ϖ) = dφ(ϖ,Qϖ)dφ(ϖ,V κ)

ทฤษฎีบท 4.3 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยายบริบูรณ และ V,Q : Ω → Ω

เปนการสง และ α, β : Ω× Ω → [0,∞) สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้

(1) (V,Q) เปนการสง (α, β)-แอดมิซซิเบิล

(2) มี κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(κ0, V κ0) ≥ 1 และ β(κ0, Qκ0) ≥ 1

(3) (V,Q) เปนซูซูกิ Z(α,β)

(4) V และ Q ตอเนื่อง หรือ ทุกลำดับ {κn} ใน Ω ซึ่ง α(κn, κn+1) ≥ 1 และ β(κn, κn+1) ≥ 1

สำหรับ n ∈ N ∪ {0} and κn → ρ จะไดวา α(κ, V κ) ≥ 1 และ β(κ,Qκ) ≥ 1

แลว V และ Q มีจุดตรึงรวมใน Ω

พิสูจน โดยเงื่อนไข (2) มี κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(κ0, V κ0) ≥ 1 ใหลำดับ {κn} ใน Ω และ κ1 ∈ Ω ซึ่ง

κ1 = V κ0, κ2 = Qκ1, κ3 = V κ2, κ4 = Qκ3

จะไดวา
V κn = κn+1 และ Qκn+1 = κn+2
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จาก (V,Q) เปน (α, β)-แอดมิซซิเบิล จะได

α(κ0, V κ0) = α(κ0, κ1) ≥ 1,

α(V κ0, Qκ1) = α(κ1, κ2) ≥ 1,

α(Qκ1, V κ2) = α(κ2, κ3) ≥ 1

และ
α(κn, κn+1) ≥ 1, ∀n ≥ 0

ในทำนองเดียวกัน
β(κn, κn+1) ≥ 1, ∀n ≥ 0

ถา κn = κn+1 สำหรับทุก n ∈ N แลว ρ = κn มีจุดตรึงรวมของ V หรือ Q สมมุติวา κn ̸= κn+1

สำหรับทุก n ∈ N เนื่องจาก

1

2
min{dφ(κ2n, V κ2n), dφ(κ2n+1, Qκ2n+1)} ≤ dφ(κ2n, κ2n+1)

จาก (4.1) จะได

η(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1), A(κ2n, κ2n+1)) ≥ 0

และ
ψ(A(κ2n, κ2n+1))− ψ(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1)) > 0

ดังนั้น
ψ(A(κ2n, κ2n+1)) > ψ(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1)

จากนิยามของ ψ จะไดวา

A(κ2n, κ2n+1) > α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1) (4.43)

เมื่อ
B(κ2n, κ2n+1) = β(κ2n+1, Qκ2n+1)dφ(κ2n+1, κ2n+2)) (4.44)
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และ

A(κ2n, κ2n+1) = max
{
dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n+1, κ2n+2),

G(κ2n, κ2n+1) +H(κ2n, κ2n+1)

1 + dφ(κ2n, κ2n+1) + dφ(κ2n+1, κ2n+2)
,

G(κ2n, κ2n+1) +H(κ2n, κ2n+1)

1 + dφ(κ2n, κ2n+2) + dφ(κ2n+1, κ2n+1)

}
+ Lmin{dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n+1, κ2n+2),

dφ(κ2n, κ2n+2), dφ(κ2n+1, κ2n+1)}

(4.45)

ซึ่ง
G(κ2n, κ2n+1) = dφ(κ2n, κ2n+1)dφ(κ2n, κ2n+2) (4.46)

และ
H(κ2n, κ2n+1) = dφ(κ2n+1, κ2n+2)dφ(κ2n+1, κ2n+1) (4.47)

จาก (4.45), (4.46) และ (4.47) จะไดวา

A(κ2n, κ2n+1) = max
{
dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n+1, κ2n+2),

dφ(κ2n, κ2n+1)dφ(κ2n, κ2n+2)

1 + dφ(κ2n, κ2n+1) + dφ(κ2n+1, κ2n+2)
,
dφ(κ2n, κ2n+1)dφ(κ2n, κ2n+2)

1 + dφ(κ2n, κ2n+2)

}
+ Lmin{dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n+1, κ2n+2), dφ(κ2n, κ2n+2), 0}

= max
{
dφ(κ2n, κ2n+1), dφ(κ2n+1, κ2n+2)

}
ถา A(κ2n, κ2n+1) = dφ(κ2n+1, κ2n+2) และโดย (4.43) จะไดวา

dφ(κ2n+1, κ2n+2) < dφ(κ2n+1, κ2n+2)

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น
A(κ2n, κ2n+1) = dφ(κ2n, κ2n+1) (4.48)

โดย (4.43) จะได
dφ(κ2n+1, κ2n+2) < dφ(κ2n, κ2n+1)

สรุปไดวา {dφ(κn, κn+1)} ไมลบและไมลด ดังนั้นมี r ≥ 0 ซึ่ง

lim
n→∞

dφ(κn, κn+1) = r
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เห็นชัด ถา r = 0 สมมุติวา r > 0

lim
n→∞

dφ(κn, κn+1) = lim
n→∞

A(κn, κn+1) = r (4.49)

สำหรับทุก n ≥ 0 จะไดวา

1

2
min{dφ(κ2n, V κ2n), dφ(κ2n+1, Qκ2n+1)} ≤ dφ(κ2n, κ2n+1)

จาก (4.1) จะไดวา

η(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1), A(κ2n, κ2n+1)) ≥ 0

เมื่อ
B(κ2n, κ2n+1) = β(κ2n+1, Qκ2n+1)dφ(V κ2n, Qκ2n+1)

และ
lim sup
n→∞

η(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1), A(κ2n, κ2n+1)) ≥ 0

โดยเงื่อนไข (η2) ของบทนิยาม 2.4 จะไดวา

lim sup
n→∞

η(α(κ2n, V κ2n)B(κ2n, κ2n+1)A(κ2n, κ2n+1)) < 0

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น

lim
n→∞

dφ(κn, κn+1) = lim
n→∞

A(κn, κn+1) = 0 (4.50)

จะแสดงวา {κn} เปนลำดับโคชี สมมุติวา {κn} ไมเปนลำดับโคชี แลวมี ε0 > 0 และลำดับเพิ่มทางเดียว
ของจำนวนธรรมชาติ {mk} และ {nk} ซึ่ง nk > mk และ dφ(κ2mk

, κ2nk
) ≥ 0 และ

(i) lim
n→∞

dφ(κ2mk
, κ2nk

) = ε0

(ii) lim
n→∞

dφ(κ2mk−1, κ2nk+1) = ε0

(iii) lim
n→∞

dφ(κ2mk
, κ2nk+1) = ε0

(iv) lim
n→∞

dφ(κ2mk−1, κ2nk
) = ε0
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จากนิยามของ A(κ,ϖ) จะไดวา

lim
n→∞

A(κ2nk
, κ2mk−1)

= lim
n→∞

(
max

{
dφ(κ2nk

, κ2mk−1), dφ(κ2nk
, κ2nk+1), dφ(κ2mk−1, κ2mk

),

G(κ2nk
, κ2mk−1) +H(κ2nk

, κ2mk−1)

1 + dφ(κ2nk
, κ2nk+1) + dφ(κ2mk−1, κ2mk

)
,

G(κ2nk
, κ2mk−1) +H(κ2nk

, κ2mk−1))

1 + dφ(κ2nk
, κ2mk

) + dφ(κ2mk−1, κ2nk+1)

}
+ Lmin{dφ(κ2nk

, κ2nk+1), dφ(κ2mk−1, κ2mk
), dφ(κ2nk

, κ2mk
), dφ(κ2mk−1, κ2nk+1)}

)
(4.51)

ซึ่ง
G(κ2nk

, κ2mk−1) = dφ(κ2nk
, κ2nk+1)dφ(κ2nk

, κ2mk
) (4.52)

และ
H(κ2nk

, κ2mk−1) = dφ(κ2mk−1, κ2mk
)dφ(κ2mk−1, κ2nk+1) (4.53)

จาก (4.51), (4.52) และ (4.53) จะไดวา

lim
n→∞

G(κ2nk
, κ2mk−1) = max{ε0, 0, 0, 0, 0}+ Lmin{0, 0, ε0, ε0}

= ε0
(4.54)

และ
lim
k→∞

dφ(κ2nk
, κ2nk+1) = lim

k→∞
G(κ2nk

, κ2mk−1)

= ε0 > 0

โดยเงื่อนไข (η2) ของบทนิยาม 2.4 จะไดวา

lim
k→∞

dφ(κ2nk
, κ2nk+1) = lim

k→∞
G(κ2nk

, κ2mk−1)

= ε0 > 0
(4.55)

ตรงกันขาม ยืนยันวามีขนาดใหญเพียงพอ k ∈ N ถา nk > mk > k แลว

1

2
min{dφ(κnk

, V κnk
), dφ(κmk−1, Qκmk−1)} > dφ(κnk

, κmk−1) (4.56)

เมื่อ k → ∞ ใน (4.56) จะไดวา ε0 ≤ 0 เกิดขอขัดแยง ดังนั้น

1

2
min{dφ(κnk

, V κnk
), dφ(κmk−1, Qκmk−1)} ≤ dφ(κnk

, κmk−1)

จาก (4.1) จะไดวา

η(α(κ2nk
, V κ2nk

)B(κ2nk
, κ2nk−1), A(κ2nk

, κ2mk−1)) ≥ 0
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เมื่อ
B(κ2nk

, κ2nk−1) = β(κ2mk−1, Qκ2mk−1)dφ(V κ2nk
, Qκ2mk−1)

ดังนั้น

lim sup
n→∞

η(α(κ2nk
, V κ2nk

)B(κ2nk
, κ2nk−1), A(κ2nk

, κ2mk−1)) ≥ 0 (4.57)

ซึ่งเกิดขอขัดแยง (4.55) ทำใหไดวา {κn} เปนลำดับโคชี และเนื่องจาก Ω บริบูรณ มี ρ ∈ Ω ซึ่ง {κn} → ρ

ที่ n→ ∞ จะได ρ เปนจุดตรึงของ V และ Q เพราะ V และ Q ตอเนื่อง สามารถสรุปไดวา

ρ = lim
n→∞

κ2n+1 = lim
n→∞

V κ2n

= V
(

lim
n→∞

κ2n

)
= V ρ

และ
ρ = lim

n→∞
κ2n+2 = lim

n→∞
Qκ2n+1

= Q
(

lim
n→∞

κ2n+1

)
= Qρ

ดังนั้น V ρ = Qρ = ρ นั่นคือ ρ เปนจุดตรึงรวมของ V และ Q จาก (iv) จะไดวาทุกลำดับ {κn} ใน Ω

ซึ่ง α(κn, κn+1) ≥ 1 และ β(κn, κn+1) ≥ 1 สำหรับทุก n ∈ N ∪ {0} และ κn → ρ ที่ n → ∞
ทำใหไดวา κ2nk+1 → ρ และ κ2nk+2 → ρ ที่ k → ∞ จะแสดงวา V ρ = Qρ = ρ โดยสมมุติวา
ρ ̸= Qρ สำหรับทุก n ≥ 1 มีอยางนอยหนึ่งขอตอไปนี้เปนจริง

1

2
dφ(κnk−1, κnk

) ≤ dφ(κnk−1, ρ)

หรือ
1

2
dφ(κnk

, κnk+1) ≤ dφ(κnk
, ρ)

สมมุติวา
1

2
dφ(κnk−1, κnk

) > dφ(κnk−1, ρ)

และ
1

2
dφ(κnk

, κnk+1) > dφ(κnk
, ρ)

สำหรับบาง n ≥ 1 จะไดวา

dφ(κnk−1, κnk
) ≤ dφ(κnk−1, ρ) + dφ(ρ, κnk

)

<
1

2
[dφ(κnk−1, κnk

) + dφ(κnk
, κnk+1)]

≤ dφ(κnk−1, κnk
)
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ซึ่งเกิดขอขัดแยง และสิ่งที่คาดไวเปนจริง จาก (4.1) จะได

1

2
min{dφ(κ2nk

, V κ2nk
), dφ(ρ,Qρ)} ≤ dφ(κ2nk

, ρ)

ทำใหไดวา
0 ≤ η(α(κ2nk

, V κ2nk
)B(κ2nk

, ρ), A(κ2nk
, ρ))

< ψ(A(κ2nk
, ρ))− ψ(α(κ2nk

, V κ2nk
)B(κ2nk

, ρ))

ดังนั้น
ψ(A(κ2k, ρ)) > ψ(α(κ2k, V κ2k)B(κ2nk

, ρ))

เนื่องจาก ψ เปนการเพิ่มอยางเขมจะไดวา

A(κ2nk
, ρ) > α(κ2nk

, V κ2nk
)B(κ2nk

, ρ) (4.58)

เมื่อ
B(κ2nk

, ρ) = β(ρ,Qρ)dφ(V κ2nk
, Qρ) (4.59)

และ

A(κ2nk
, ρ) = max

{
dφ(κ2nk

, ρ), dφ(κ2nk
, V κ2nk

), dφ(ρ,Qρ),

G(κ2nk
, ρ) +H(κ2nk

, ρ)

1 + dφ(κ2nk
, V κ2nk

) + dφ(ρ,Qρ)
,

G(κ2nk
, ρ) +H(κ2nk

, ρ)

1 + dφ(κ2nk
, Qρ) + dφ(ρ, V κ2nk

)

}
+ Lmin{dφ(κ2nk

, V κ2nk
), dφ(ρ,Qρ), dφ(κ2nk

, Qρ), dφ(ρ, V κ2nk
)}
(4.60)

ซึ่ง
G(κ2nk

, ρ) = dφ(κ2nk
, V κ2nk

)dφ(κ2nk
, Qρ) (4.61)

และ
H(κ2nk

, ρ) = dφ(ρ,Qρ)dφ(ρ, V κ2nk
) (4.62)

ให k → ∞ ใน (4.60) จะไดวา

lim
k→∞

A(κ2k, ρ) = dφ(ρ,Hρ)

จาก (4.58) จะไดวา
dφ(V κ2nk

, Qρ)

≤ α(κ2nk
, V κ2nk

)B(κ2nk
, ρ)

< A(κ2nk
, ρ)

(4.63)
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เมื่อ
B(κ2nk

, ρ) = β(ρ,Qρ)dφ(V κ2nk
, Qρ)

ให k → ∞ ใน (4.63) จะไดวา

dφ(ρ,Qρ) < dφ(ρ,Qρ)

ซึ่ง เกิดขอขัดแยง ดังนั้น ρ = Qρ ในทำนองเดียวกันจะไดวา ρ = V ρ ดังนั้น (V,Q) มีจุดตรึงรวม
ρ = V ρ = Qρ

คาดวา V และ Q มีจุดตรึงรวมเพียงจุดเดียว ρ, ρ∗ ∈ Ω ดังนั้น V ρ = Qρ = ρ, V ρ∗ =

Qρ∗ = ρ∗ และ dφ(ρ, ρ∗) > 0 ดังนั้น

1

2
min{dφ(ρ, V ρ), dφ(ρ∗, Qρ∗)}

=
1

2
min{0, 0}

< dφ(ρ, ρ
∗)

จาก (4.1) จะไดวา
0 ≤ η(α(ρ, V ρ)B(ρ, ρ∗), A(ρ, ρ∗))

< ψ(A(ρ, ρ∗))− ψ(α(ρ, V ρ)B(ρ, ρ∗))

เนื่องจาก ψ เปนการเพิ่มอยางเขม

dφ(ρ, ρ
∗) < α(ρ, V ρ)B(ρ, ρ∗) < A(ρ, ρ∗) (4.64)

เมื่อ
B(ρ, ρ∗) = β(ρ∗, Qρ∗)dφ(V ρ,Qρ

∗)

และ

A(ρ, ρ∗) = max
{
dφ(ρ, ρ

∗), dφ(ρ, V ρ), dφ(ρ
∗, Qρ∗),

G(ρ, ρ∗) +H(ρ, ρ∗)

1 + dφ(ρ, V ρ) + dφ(ρ∗, Qρ∗)
,

G(ρ, ρ∗) +H(ρ, ρ∗)

1 + dφ(ρ,Qρ∗) + dφ(ρ∗, V ρ)

}
+ Lmin{dφ(ρ, V ρ∗), dφ(ρ∗, Qρ∗), dφ(ρ,Qρ∗), dφ(ρ∗, V ρ)}

(4.65)

ซึ่ง
G(ρ, ρ∗) = dφ(ρ, V ρ)dφ(ρ,Qρ

∗) (4.66)

และ
H(ρ, ρ∗) = dφ(ρ

∗, Qρ∗)dφ(ρ
∗, V ρ) (4.67)
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จาก (4.65), (4.66) และ (4.67) จะไดวา

A(ρ, ρ∗) = dφ(ρ, ρ
∗) > 0 (4.68)

จาก (4.64) และ (4.68) จะไดวา

dφ(ρ, ρ
∗) < α(ρ, V ρ)β(ρ∗, Qρ∗)dφ(ρ, ρ

∗)

< A(ρ, ρ∗)

= dφ(ρ, ρ
∗)

ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้น V และ Q มีจุดตรึงรวมเพียงจุดเดียว

ตัวอยางที่ 4.1 Let Ω = [0, 1] ให dφ(κ,ϖ) =
1

5
(κ−ϖ)2 และ φ(κ,ϖ) = 4(κ+ϖ)2 บน Ω×Ω

สำหรับทุก κ,ϖ ∈ Ω แลว (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยายบริบูรณ และการ
สง V,Q : Ω −→ Ω โดย V κ =

κ

24
และ Q(κ) = κ ให ψ(t) =

5

2
t เมื่อ t ∈ [0,+∞) และ

α, β : Ω × Ω −→ [0,+∞) ซึ่ง α(κ, V κ) = β(κ,Qκ) = 1 แลวจะไดวาสอดคลองกับทฤษฎี 4.2
และมีจุดตรึงรวม คือ κ = 0
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