
บทที่ 5
สรุปผล อภิปรายผลและขอเสนอแนะ

สรุปผล

ผลจากการวิจัยนี้ไดบรรลุวัตถุประสงคของโครงการวิจัยโดยไดบทนิยามและทฤษฎีบทดังนี้

บทนิยาม 5.1 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย การสง φ : Ω × Ω −→
[1,+∞) และ α, β : Ω × Ω −→ [0,+∞) ให V และ Q เปนการสงบน Ω จะกลาววา (V,Q)

เปนการสงแบบซูซูกิ Z(α,β) ทั่วไป ถาทุก κ,ϖ ∈ Ω และ L ≥ 0 ซึ่ง

1

2
min{dφ(V κ,Qκ), dφ(V ϖ,Qϖ)} ≤ max{dφ(Qκ,Qϖ), dφ(V κ, V ϖ)} ทำใหไดวา

η(α(Qκ,Qϖ)B(κ,ϖ), A(κ,ϖ)) ≥ 0
(5.1)

เมื่อ η ∈ Zψ

B(κ,ϖ) = β(Qκ,Qϖ)dφ(V κ, V ϖ)

และ

A(κ,ϖ) = max
{
dφ(Qκ,Qϖ), dφ(Qκ, V κ), dφ(V ϖ,Qϖ),

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(Qκ, V κ) + dφ(V ϖ,Qϖ)
,

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(V κ, V ϖ) + dφ(Qκ,Qϖ)

}
+ Lmin{dφ(V κ,Qκ), dφ(V ϖ,Qϖ), dφ(Qκ,Qϖ)dφ(V κ,Qϖ)}

ดวย
G(κ,ϖ) = dφ(V κ,Qϖ)dφ(Qκ,Qϖ)

และ
H(κ,ϖ) = dφ(V κ,Qκ)dφ(V κ, V ϖ)

บทนิยาม 5.2 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย การสง V,Q : Ω → Ω

จะเรียก (V,Q) เปนซูซูกิ Z(α,β) ถาสำหรับทุก κ,ϖ ∈ Ω และ L ≥ 0 ซึ่ง

1

2
min{dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ)} ≤ dφ(κ,ϖ) ทำใหไดวา

η(α(κ, V κ)A(κ,ϖ), B(κ,ϖ)) ≥ 0
(5.2)
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เมื่อ η ∈ Zψ

A(κ,ϖ) = β(ϖ,Qϖ)dφ(V κ,Qϖ)

และ
B(κ,ϖ) = max

{
dφ(κ,ϖ), dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ),

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(κ, V κ) + dφ(ϖ,Qϖ)
,

G(κ,ϖ) +H(κ,ϖ)

1 + dφ(κ, V ϖ) + dφ(ϖ,V κ)

}
+ Lmin{dφ(κ, V κ), dφ(ϖ,Qϖ), dφ(κ,Qϖ), dφ(ϖ,V κ)}

ซึ่ง
G(κ,ϖ) = dφ(κ, V κ)dφ(κ,Qϖ)

และ
H(κ,ϖ) = dφ(ϖ,Qϖ)dφ(ϖ,V κ)

ทฤษฎีบท 5.1 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย การสง V,Q : Ω −→ Ω

เปนการสงแบบคูที่ เขากันได ซึ่ง V (Ω) ⊆ Q(Ω) ให (V,Q) เปนการสงแบบซูซูกิ Z(α,β) ทั่วไป และ
สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้

(1) V เปนการสงแบบ α-แอดมิซซิเบิล ที่ขึ้นอยูกับการสง Q

(2) มี κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(Qκ0, V κ0) ≥ 1 และ β(Qx0, V x0) ≥ 1

(3) ถา {Qκn} เปนลำดับใน Ω ซึ่ง α(Qκn, Qκn+1) ≥ 1 สำหรับทุก n และ Qκn −→ Qz ∈
Q(Ω) as n −→ +∞ แลวมีลำดับยอย {Qκn(k)} ของ {Qκn} ซึ่ง α(Qκn(i), Qz) ≥ 1

สำหรับทุก k

(4) Q(Ω) เปนเซตปด

แลว V และ Q มีจุดที่เกิดขึ้นพรอมกันเพียงจุดเดียวใน Ω

ทฤษฎีบท 5.2 มีเงื่อนไขเชนเดียวกันกับทฤษฎีบท 5.1 โดยมี ρ, σ ∈ C(V,Q) ถา α(Qρ,Qσ) ≥ 1 และ
(V,Q) เปนคูที่เขากันไดแบบออน แลว V และ Q มีจุดตรึงรวมกันเพียงจุดเดียว

ทฤษฎีบท 5.3 ให (Ω, dφ) เปนปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย และ V,Q : Ω → Ω

เปนการสง และ α, β : Ω× Ω → [0,∞) สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้

(1) (V,Q) เปนการสง (α, β)-แอดมิซซิเบิล

(2) มี κ0 ∈ Ω ซึ่ง α(κ0, V κ0) ≥ 1 และ β(κ0, Qκ0) ≥ 1
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(3) (V,Q) เปนซูซูกิ Z(α,β)

(4) V และ Q ตอเนื่อง หรือ ทุกลำดับ {κn} ใน Ω ซึ่ง α(κn, κn+1) ≥ 1 และ β(κn, κn+1) ≥ 1

สำหรับ n ∈ N ∪ {0} and κn → ρ จะไดวา α(κ, V κ) ≥ 1 และ β(κ,Qκ) ≥ 1

แลว V และ Q มีจุดตรึงรวมใน Ω

อภิปรายผล

ผลลัพธที่ไดจากโครงการนี้นับไดวาเปนองคความรูใหมทางทฤษฎีที่เกี่ยวของกับการเกิดขึ้นพรอมกัน
ของคำตอบของสองการสงและการวิเคราะหจุดตรึง โดยทฤษฎีบทที่ไดจากโครงการนี้เปนทฤษฎีบทจุดตรึงใน
ปริภูมิเมตริกแบบบีอิงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขยาย ซึ่งสามารถนําไปใชในการแกปญหากับตัวแบบทางคณิตศาสตร
ใหม ๆ ที่ไดผลลัพธทั่วไปและยืดหยุนกวาทฤษฎีบทเดิมที่มีอยู และมีความเกี่ยวของได ทั้งนี้ยังสามารถนําไป
ประยุกตใชในดานการพิสจูนการมีอยูจริงของคำตอบวามีเงื่อนไขเพียงพอตอการไดคำตอบหรือไม อาทิเชน
ปญหาสมการเชิงปริพันธ ปญหาสมการเมทริกซ และปญหาการหาคำตอบของระบบสมการไมเชิงเสน เปนตน

ขอเสนอแนะ

ผลลัพธที่ไดจากโครงการนี้นับไดวาเปนองคความรูใหมทางทฤษฎีเกี่ยวกับการมีเงื่อนไขเพียงพอตอ
การไดคำตอบหรือไม ซึ่งสามารถนำไปวิจัยตอยอดในเรื่องการหาคำตอบของระบบสมการเชิงเสน และระบบ
สมการไมเชิงเสน
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